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MOTIVATION

Open question – Can we exploit the memory effects of  NM dynamics
to control a system more effectively?

Markovian

Non‐Markovian

Our focus: Using information back‐flow from non‐Markovian bath to a
generic system to our advantage ‐ controlling the relaxation dynamics of 
the systemy

Application Cooling a quantum system in the minimum possible time



MAIN CHALLENGES

Naïve inclusion of arbitrary  time dependent unitary control y p y
might give us unphysical results, eg. negative probabilities.

Non‐Markovian baths are in general finite size baths ‐ Unitary Non Markovian baths are in general finite size baths  Unitary 
control applied to a system influences the bath non‐trivially.

1. D. Chruscinski and A. Kossakowski, Phys. Rev. Lett. 104, 070406 (2010).
2. A. Rivas, S. F. Huelga, and M. B. Plenio, Rep. Prog. Phys. 77, 094001 (2014)



OUTLINEOUTLINE

Markovian and non‐Markovian dynamics

Controlling a quantum system in presence of a Markovian (M) bath

Controlling a quantum system in presence of a non‐Markovian
(NM) bath
A necessary condition to be satisfied so that the effectiveness of 
optimal control is enhanced in presence of a NM bath subject to
suitable unitary controlssuitable unitary controls.

Conclusion



Quantum system in presence of a dissipative bath 

fβ System  in contact with a  dissipative bath at 
temperature   fβ f

S

B

( ) ⎟⎟
⎞

⎜⎜
⎛

===
ζα

ρρ 0t ⎟
⎟
⎟
⎞

⎜
⎜
⎜
⎛

+=
−

−

f

f

e
e

β

β

ρ
0

1( ) ⎟⎟
⎠

⎜⎜
⎝ −

===
αζ

ρρ
1

0 *ti

⎟
⎟

⎠
⎜
⎜

⎝ +

+=
− f

e

e
fp

β

ρ

1
10

1

Fixed point

Aim: We want to reach        in the shortest possible timefpρ p
Quantum Speed Limit

fpρ



( ) ( )( )tLt t ργρ =& ( ) ( )( )tLt t ργρ

0 ∀>t tγ M
F     i  0<tγ
For some time 
interval           NM

t

dτγτ ≥∫
0

0 Ensures CP

( ) ( ) fpttd ρρ −=

0)(
>

∂ td Related to measure of non Markovianity0)(
>

∂t
Related to measure of non‐Markovianity

Optimal protocols to minimize the time to relax to the fixed point
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Controlling a single qubit in presence of a Controlling a single qubit in presence of a 
Markovian bath
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Time taken to reach the fixed point 
without optimal control

Time taken to reach the fixed point 
With infinite optimal control

Worst case scenario without optimal control

Worst case scenario with optimal control 2=

Gain while heating          !!70~
V. Mukherjee, M, A. Carlini, A. Mari, T. Caneva, S. Montangero and T. Calarco, Phys. Rev. A 88, 062326 
(2013).



Control in presence of a non-Control in presence of a non
Markovian bath
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Let us restrict unitary controls at beginning and end of dissipative 
dynamicsy

( ) ( )0ρρ infin UDUt ••=

That is all we need for system in presence of a Markovian Bath 
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divergence
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Ftfp TtL γρρ 0,0

FQSL TT = Depends on       
Independent of any unitary transformation of  ρ

Unitary control is ineffective for Class A NM dynamics.



is finite at all times. 
Previous arguments do not apply

tγ
Previous arguments do not apply

Class A (divergence): System reaches fixed point before information
backflow

Class B (no divergence): Information backflow before system reaches
fixed point

Necessary Condition : We need class B NM dynamics (black curve) for 
unitary control to be effectiveunitary control to be effective



SPECIFIC EXAMPLE: TWO LEVEL SYSTEM
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Quantum speed up ratio for cooling
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CLASS B NON-MARKOVIAN DYNAMICS *
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EXPLOITING CLASS B NON-MARKOVIAN DYNAMICS 

Optimal Path
( ) ( )0~ ρρ UDUDUt ••••

Follow the maxima of
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Main Result

We can determine if  there is a possibility of efficiently controlling the f p y f ff y g
relaxation of a generic system exhibiting non‐Markovian dynamics just 
by looking at the above figure, without solving any complicated master 
equation !!equation !!

Independent of the details of the system, bath : dimensionality, 
Hamiltonian, explicit form of the dissipative bath, etc.

V. Mukherjee, V. Giovannetti, R. Fazio, S. F. Huelga, T. Calarco and S. Montangero, New 
J. Phys. 17 (2015) 063031 .



SUMMARYSUMMARY

Class A NM dynamics associated with divergence precludes Class A NM dynamics associated with divergence precludes 
unitary quantum control

Necessary Condition : We need class B NM dynamics for unitary Necessary Condition : We need class B NM dynamics for unitary 
control to be effective

Control protocols can be extended to      level system by studying    NControl protocols can be extended to      level system by studying    
Casimir invariants
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Time Scales
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DAMPED JAYNES–CUMMINGS MODEL

=

++=
−+

IBS

H

HHHH

σσω

∑=
=

+

k
kkkB

S

bbH

H

ω

σσω0

Markovian / non‐Markovian dynamics

∑=
⊗+⊗= +−+

kk

I

bgB
BBH σσ determined by form of  kg

∑
k

( )
( ) 22

2
0

2
1~

λωω
λγ

π
ω

+−
=g

( )02 λωωπ +−

H. P. Breuer and F. Petruccione 2002 The Theory of Open Quantum Systems (Oxford: Oxford 
University Press)



TIME LOCAL NON-MARKOVIAN MASTER EQUATION
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FREEZING OF A QUBIT – STOPPING DECOHERENCE FOR
INFINITE TIMEINFINITE TIME
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