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��������� ����� � ������� K �� C �� ���� �� �� �� ��������� ������ ���� ���

������� ������ ����� �� ��� ������ [K : Q] �� ������ ��� �������� ������� �� Z ��

K �� ������ ��� ���� �� �������� �� K ��� �� ������� �� OK�

������ ����� ����� Q �� � ���� �� �������������� 0� ��� ��������� ������� ����

�



� ����� ���������� ��� ����� �������

���� ��� Q ������� ���� ����� ������ �� ������� α ∈ K ���� ���� K = Q(α)�

��� n ≥ 1 �� �� ������� ��� ��� K �� � ������ ���� ���� [K : Q] = n� �� �� �

���������� ������ �� ��������� ������ ������ ���� OK �� � �������� ������� ��

����� ������ OK �� ����������� ���������� ������ ��� ����� �������� ����� �����

�� �������� ��������� ����� �������� ����� �� OK ��� �� �������� ��������� ��

� ������� �� ����� �������

��������� ����� � ��� {α1, . . . ,αn} ⊆ OK �� ���� �� �� �� �������� ����� ��

K �� ����� α ∈ OK ��� �� �������� ��������� �� α =
n�

i=1

ciαi ���� ci ∈ Z�

������������� OK =
n�

i=1

Zαi �� � Z��������

����������� ����� �� �������� ����� �� K ������ ������� ������������� OK ��

� ���� Z������� �� ���� n�

������ ����� ��� � ����������� ������� d� �������� ��� ��������� ���� K =

Q(
√
d)� ���� �� �� ���������� ����

OK =





Z[
√
d] �� d ≡ 2, 3 (mod 4),

Z⊕ Z[1+
√
d

2
] �� d ≡ 1 (mod 4)

�� � Z��������

��� K = Q(α) ��� ���� α ∈ K ���� ������� ���������� f � ���� f �� ��

����������� ���������� ����Q �� ������ n� ��� � ���� ������������ φ : K → C�

φ(α) �� ���� � ���� �� f � ����� Q �� � ���� �� �������������� 0� K �� � ���������

��������� �� Q ��� ����� φ(α) ��� ��������� n �������� �������� ���������� �����

��� n �������� ����������� ��� σ1, . . . , σn−1 ��� σn� �� K ���� C� �� ��� ���� K

�� � ������ ��������� �� Q �� ��� ��� ����� �� f ��� �� K� �� ���� ����� σi(K) = K

��� ��� i ∈ {1, . . . , n} ��� ��� ��� G = {σ1, . . . , σn} ����� � ����� ����� ���



����� ���������� ��� ����� ������� �

��� �� ����������� �� ���������� �� ���� G ��� ������ ����� �� K/Q ��� ��

��������� �������� �� �� Gal(K/Q)�

�� ����� ��� ������������ �� K �� ��������

��������� ����� ��� {α1, . . . ,αn} �� �� �������� ����� �� K ��� ��� σ1, . . . , σn−1

��� σn �� ��� ��� �������� ���������� �� K ���� C� ���� ��� ������������ �� K�

������� �� dK� �� ������ �� dK = det[σi(αj)]
2�

������ ����� ����� ��� �������� ����� {α1, . . . ,αn} ��� {β1, . . . , βn} �� K� ��

��� �� ����� ���� det[σi(αj)]
2 = det[σi(βj)]

2� ���� ����� ��� ��������� �� dK

������������ �� �� � ���������� ���� ���� ��� ��� �������� ���� ������ X� ���

������ �� K/Q �� ������ n ���� ���� dK ≤ X �� ������

������ ����� ��� � ����������� ������� d� �������� ��� ��������� ���� K =

Q(
√
d)� ����

dK =





4d �� d ≡ 2, 3 (mod 4)

d �� d ≡ 1 (mod 4).

���� �� �������� ��� ��������� �� ����� ������ �� �� ��������� �� ������

������ ��� L �� � ������ ���� ���������� K ��� ��� p �� � �������� �����

����� �� OK � ���� ����� ����� �������� g ≥ 1� e1, . . . , eg ≥ 0 ��� ����� ������

℘1, . . . ,℘g �� OL ���� ����

pOL = ℘e1
1 . . .℘eg

g .

��� ������� ei �� ������ ��� ����������� ����� �� ℘i ���� p� ��� ����� ����� p ��

���� �� �� ��������� �� L ��� OL) �� e1 = · · · = eg = 1�

����� OK ��� OL ��� �������� �������� p ��� ℘i ��� ������� ������ �� OK

��� OL� ������������� ���� OL/℘i �� � ����� ���� ���������� ��� ���� OK/p�

��� ������ [OL/℘i : OK/p] �� ������ ��� �������� ������ �� ℘i ���� p ��� �� �����



� ����� ���������� ��� ����� �������

������� �� fi� ��������� ��� �������� [L : K] =

g�

i=1

eifi ������ ��� �� �����������

L �� � ������ ��������� ���� K� ���� ��� ��� ����������� ������� ��� ��������

������� ��� ������

�� ����� � ���������� ����� �� K �� ��������

��������� ����� ��� K �� � ������ ���� ��� ��� M �� �� OK������� ���������

�� K� ���� M �� ���� �� �� � ���������� ����� �� K �� ����� ������ � ��������

������� c ∈ OK ���� ���� cM = {cm : m ∈ M} ⊆ OK�

������������� ��� ��� �� ���������� ������ �� ��� ���� ������� ����� ���������

�� ��� ��� �� ����� ������ �� OK � �� ���� ������ ��� ��� �� ��������� ����������

������ ����� � ��������� �� ������ ��� ����� �� ���������� ������ �� K �� F(K)

��� ��� �������� �� ��������� ���������� ������ �� P(K)�

��������� ����� ��� �������� ����� F(K)/P(K) �� ������ ��� ����� ����� �����

���� ����� ������ �� K ��� �� ������� �� ClK�

�� �� ����� �� ��������� ������ ���� ��� ��� ������ ���� K� ��� �����

����� ClK �� K �� � ����� ������� ������ ��� ����� �� ���� ����� �� ����� ��

��� ����� ������ �� K ��� �� �������� ������� �� hK �

����������� ����� ��� � ������ ���� K� OK �� � ��������� ����� ������ ���

������ ���� �� ��� ���� �� hK = 1�

������ ������� ���� OK �� � ���� ��� M �� � �������� ���������� ����� �� K�

���� �� ��������� �� � ���������� ������ ����� ������ � �������� ������� c ∈ OK

���� ���� cM ⊆ OK � ����� M �� �� OK�������� cM �� �� ����� �� OK � �� ���

����������� OK �� � ��� ��� ����� cM = �β� ��� ���� β ∈ OK � ����������M =

�c−1β�� ����� �� ���������� ����� M �� �� ��������� ���������� ������ �� ��������

���� ��� ��� ���������� ������ �� K ��� ���������� �� ����� ������ F(K) = P(K)

��� ����� hK = 1�



����� ���������� ��� ����� ������� �

����������� ������� ���� hK = 1 ��� ��� I �� � �������� ����� �� OK � ����

I �� �� OK������� ��� ��������� � ���������� ����� �� K� ���� hK = 1 �������

���� I �� � ��������� ���������� ����� ��� ����� I = �γ� ��� ���� γ ∈ K� �����

I ⊆ OK � �� ���� γ ∈ OK � �� I �� ���������� �� ������� ���� OK �� � ���� �

��� � ������ ���� K� ��� �������� ����� ������ ��� ������� ������ �����

������� � ���� ������� ����� �� K �� �� ��������� σ : K → R ��� � �������

������� ����� �� � ���� �� ������� ��������� ���������� τ, τ : K → C ����

τ �= τ � ���� ��� L �� � ������ ���� ���� ���� K ⊆ L� �� ��� ���� �� �������

����� σ �� K �� ������� �� L �� σ �� ���� ��� �� ��� �� ��������� �� L �����

�� ��������� ���������� σ �� ���� �� �� ��������� �� L� ��� ��������� L/K ��

������ ��������� �� ��� ��� ����� �� ���� �� ��� ������� ������ ��K ��� ���������

�� L�

������ ����� �� ��� ���� �������� �� ����� ��� ������ �� �� ������� �� ����

�� � ������ ��������� �� K ��� ���������� �� ��������� ��� ������� ����� �����

��������� ����� ��� L/K �� �� ��������� �� ������ ������ �� ��� ���� L ��

�� ������� ��������� �� K �� L/K �� ������ ��� ��� ������ ����� Gal(L/K) ��

�������� ��� ��������� L/K �� ���� �� �� � ������ ��������� �� L/K �� ������

��� ��� ������ ����� Gal(L/K) �� �������

����������� ����� ��� K �� � ������ ����� ���� ����� ������ � ������ �����

��� �������� ��������� ��������� ���� H(K) �� K� �� ���� �������� ��� ���������

����������� �� ������

Gal(H(K)/K) � ClK .

��������� ����� ��� ������ ���� H(K) �� ����������� ���������� �� ���� �� �� ���

������� ����� ���� �� K�

���� ����������� ����������� ��� ��������� ����������� ������� ��������



� ����� ������ ������������ ��� ���� ������

����������� ����� ��� L �� � ������ ��������� ���� � ������ ���� K ����

������ ����� G� ������ ���� G �� ������� ��� L/K �� ���������� ���� [L :

K] | hK�

������ ����� L �� �� ��������� ��� ������� ��������� �� K� �� �� ���������

�� ��� ������� ����� ���� H(K) �� K� ���� ��� K ⊆ L ⊆ H(K)� ���� [L :

K] ������� [H(K) : K]� ���� �� ����������� ����������� �� ���� [H(K) : K] =

|Gal(H(K)/K)| = hK � ����� [L : K] | hK � �

��� ������ ������������ ��� ���� ������

�� ����������� ����������� �� ���� ���� hK = 1 �� ���������� �� ��� ���� ���� OK ��

� ���� ����� �� �� ��������� �� ���� �� � ���� ����� �� � ���� �� �� ������ �� ����

����������� �����K ��� ����� hK = 1� ����� ������ ��� �������� ��� � ��������

���������������� �� ��������� ��������� ����� �� ����� ������ 1� ������� �������

����� ���� ��� ����� ������ �������� ���� ������� ��� ������ ��� ��������� ��������

������� ����� ��� d > 0 �� � ����������� �������� ���� ��� ��������� ����

Q(
√
−d) ��� ����� ������ 1 ��������� ��� d = 1, 2, 3, 7, 11, 19, 43, 67, 163�

�� ����� ��������� ������ ������ ���� ����� ��� ������� m ≥ 1� ����� ����� ����

������� ���� ��������� ��������� ������ ���� ������ ����� ������ m� ��������

��� ��������� �������� ��� ���� ��������� ����� ����� ������� ��������� ���� ��

��������� ����� �� ��� ������ ����� ������ 1 �������� ��� �� ������ �� ��������

���������� ����� ����� ����� ��������� ���� ���� ��������� ����� �� ����� ����

��� 1�

�� ��� ����� �� ���������� ����������� �� �� ���� ������� �� ������������ ������

����� �� � ����� ����� ������� ����� �� ������� ��� ��������� ������ ��������

����� ��� ������������ �� ����� ������� �� ������ ������



����� ������ ������������ ��� ���� ������ �

�������� ����� ����� �� ������� n ≥ 1� �� ����� ����� ��������� ���� ������

����� ������ ����� ������ ��������� �� n�

������ �� ���� �������� �� ������ �� ������� ��� ����� ������ ������������ �����

��� ���� ��� ��������� ������ �� ������� ���� �� ��� �������� ������� ����������

�� ��������� ������ ������ ������� ������ ��� ������ ���� ��� ����� ���� ������

�������� �������� ���������� ����������� ��� ��������� ��������� ����� ��� ������

��� ����������

������� ����� ����� ��� ������� ��� n ≥ 2 �� �� �������� ���� ����� ����� ���

������� ���� ��������� ��������� ����� K ���� n | hK�

������ ���������� ������� �������� ������ ��� ������� ����� ��������������

������ ��� ���� ������������ ������ ��� ���� ��������� ����� �� ��������

������� ����� ������� ��� ������� ��� n ≥ 2 �� �� �������� ���� ����� �����

��������� ���� ���� ��������� ����� K ���� n | hK�

�� ���� ���� ������� ���������� ��� ���������� ��� �� ����������� ������� �� ���

����������� ������������ ��������� ������� �� ���� ���� ���� ���� ���������� ���

����� �� ��������� ��� ��������� ����� ��� �� ������� g ≥ 2 ��� � ����� ��������

���� ������ X� ���

N+
g (X) = #{K = Q(

√
d) : d > 0 �� ������������ |dK | ≤ X ��� g | hK}

���

N−
g (X) = #{K = Q(

√
d) : d < 0 �� ������������ |dK | ≤ X ��� g | hK}.

���� ��� ��� ��������� ��� ����� ��� ������ �� N+
g (X) ��� N+

g (X) �� X → ∞�

�� �� ������ �������� ���� ��� ���� ������� g ≥ 2� ����� ����� �������� ���������



�� ����� ������ ������������ ��� ���� ������

C+
g ��� C−

g ���� ���� N+
g (X) ∼ C+

g X ��� N−
g (X) ∼ C−

g X� ���� ��� ������

“ ∼ ” ��������� ���� lim
X→∞

N+
g (X)

X
= C+

g ��� lim
X→∞

N−
g (X)

X
= C−

g �

�� ���� ����� ��� ���� g = 2 ��� ��������� ��������� ������ ��� ����� ��

���� �� ��� ��� ����� ������ ������� ����� ���� ��� ��������� ������� ����

������� ���� ������� ������ �� ������� ��� ������ ��� �� ����� �� ���� ��� �������

������� ����� ������ ������ �������� ��� � �������� ���� ������ X� ���

π(X) = {p ≤ X : p �� �����}� ���� lim
X→∞

π(X) logX

X
= 1�

������� ����� ������� ��� d ≥ 2 �� � ����������� ������� ��� ��� p1, . . . , pt−1

��� pt �� ��� �������� ����� �������� �� d� ��� K1 = Q(
√
d) ��� K2 = Q(

√
−d)�

���� 2t−2 | hK1 ��� 2t−1 | hK2�

������� ����� ��������� ��� ���� ��������� ������ ������ �� ���� C−
2 = 6

π2 �

������ ��� � ������� ������ n� ��� ω(n) ������ ��� ������ �� �������� �����

�������� �� n� ���� ��� � ����� �������� ���� ������ X� ���

A(X) = {n ∈ N : n ≤ X ��� n �� �����������}

���

A2(X) = {n ∈ A(X) : ω(n) ≥ 2}.

���� �������� A(X) \ A2(X) = {n ∈ N : n ≤ X ��� n �� ����� } = π(X)�

������������� A(X) = A2(X) ∪ π(X) ��� A2(X) ∩ π(X) = ∅�

�� �� � ���������� ������� ���� ����� �� �������� ������ ������ ���� lim
X→∞

A(X)

X

������ ��� ������
6

π2
� ����� ���� ������� ����������� �� ��� lim

X→∞

π(X)

X
= 0� ������



����� ������ ������������ ��� ���� ������ ��

����� �� ����

lim
X→∞

A2(X)

X
= lim

X→∞

A2(X)

X
+ lim

X→∞

π(X)

X
= lim

X→∞

A(X)

X
=

6

π2
. �����

���� ��� d ∈ A2 ��� ��� K = Q(
√
−d)� ���� �� ������� ����������� �� ����

2 | hK � �� ������� ���� �������� ���� ������ ��� ����������� �������� n ��������

ω(n) ≥ 2 ��� ��������� �� ������ C−
2 =

6

π2
� �

��� ������ ������� �� N+
g (X) ��� N−

g (X) ��� ��� �� ������� ��� ��������

g ≥ 3� �� ����� ���� g �� �� ��� ����� ������� ����� �� � ������ ���������� ��

����� ��� ������� ������ ��������� ��� ������ �� C+
g ��� C−

g � �� ����� ���� ��

��������

���������� ����� �������������� ����������� ��� p ≥ 3 �� �� ��� ����� ����

���� ����

C−
p =

6

π2

�
1−

∞�

i=1

�
1− 1

pi

��
�����

���

C+
p =

6

π2

�
1−

∞�

i=2

�
1− 1

pi

��
. �����

���� ������ ��� ������� ������ �� C+
p ��� C−

p ��� ������� ��� ��� �������

g ≥ 3� ���� ����� ������ �� N+
p (X) ��� N−

p (X) ��� ����� ��� �� ��� �����

�� ����� ����� ����� ������ ��� ������������� ������� ������ ��������� ����� ��������

�� ������ ��� ��������� �������� ����������

���������� ��� S ⊆ R>0 �� � ���������� ������� ��� ��� ��� f ��� g

�� ��� ����������� ��������� �� S ���� g(s) > 0 ��� ��� s ∈ S� �� ��� ����

f � g �������������� g � f� �� ����� �� �� �������� �������� C > 0 ���� ����

|f(s)| ≤ Cg(s) �������������� g(s) ≥ C|f(s)|� ��� ��� s ∈ S� ��������� �� ���

��� �������� f = O(g) �� ���� f � g� �� ����� f � g �� ���� f � g ���



�� ����� ������ ������������ ��� ���� ������

g � f ���� ��������������� ����� �� f = o(g)� �� ���� f(s)
g(s)

→ 0 �� s → ∞�

��� �� ����� ��� ������� ���������� ��� ����� ������ �� N+
p (X) ��� N−

p (X)

�� ��������

������� ������ ���� N+
5 (X) � X

1
2 ��� N+

7 (X) � X
1
2 �

������� ������ ������ ��� g ≥ 3 �� �� ������� ��� � > 0 �� � ���� �������

���� �� ����

N−
g (X) � X

1
2
+ 1

g

���

N+
g (X) �





X
1
2g

−� �� g �� ��� ,

X
1
2g

−� �� g ≡ 2 (mod 4),

X
1
4g

−� �� g ≡ 0 (mod 4).

������ ������������� ������ �������� ��� ����� ����� �� ������� ������������ ���

��������� ��������� ����� �� ��������

������� ������ ������ ��� �� ���� ������� g ≥ 4 ��� ��� � > 0� �� ����

N−
g (X) �





X
1
2
+ 2

g
−� �� g ≡ 0 (mod 4),

X
1
2
+ 3

2g+2
−� �� g ≡ 2 (mod 4).

��� ��� ������� g ≥ 3� ����� 2g | hK ������� g | hK � �� ��� N−
g (X) ≥ N−

2g(X)�

���������� �� ������� ������������� �� ������ ��� ��������� ��������

������� ������ ������ ��� �� ��� ������� g ≥ 3 ��� ��� � > 0� �� ����

N−
g (X) � X

1
2
+ 3

4g+2
−�.



����� ������������� ��

���� �� ����� ��� ���� ������ �� ���� ��������

������� ������ ���� ��� � ≥ 1 �� �� ������� ��� ��� p1, . . . , p�+1 ��� p�+2 ��

�������� ����� ������� ���� pi ≥ 5 ��� ��� i ∈ {1, . . . , �+ 2}� ��� � �������� ����

������ X� ���

N3,�(X) = #{K = Q(
√
d) : d > 0 �� ������������ dK ≤ X, p1 . . . p�+2 | dK

��� 3 | hK}.

���� ��� ��� ���������� ����� ���� ������� X� �� ���� N3,�(X) � X
7
8 �

������� ������������ ��� ������� ���������� ����������� ���� ��� ��������� ����������

��������� ������ ��� � �������� ������� � ��� ��� ��� ���������� ����� ��������

���� ������� X� �� ����

N+
2�·3(X) � X

7
8 .

��� �������������

����� ��� ������ ������ ������������� ��� ��������� ����� K ���� ����� ������

��������� �� 3 �� ��������

����� ����� ������ ��� u ��� w �� �������� ���� ���� gcd(u, w) = 1 ��� d =

4uw3 − 27u2 �� ��� � ������� ������ �� Z� ��� g(T ) = T 3 − uwT − u2 ∈ Z[T ]�

������� ���� ��� �� ��� ��������� ���������� ������

��� 3 � w�

���� 3 | w, uw �≡ 3 (mod 9), ��� u ≡ w ± 1 (mod 9)�

����� 3 | w, uw ≡ 3 (mod 9), ��� u ≡ w ± 1 (mod 27)�



�� ����� �������������

�� g(T ) �� ����������� ���� Q, ���� ��� ����� �� ��� ���������� g(T ) ��������

�� ��������� ������ ����� ��������� F ���� K := Q(
√
d) ������� �� ����� ��

����������� ���������� ������� ���� 3 | hK).

����������� ������� K �� � ��������� ���� ���� Q ���� 3 | hK� �� F �� ��

��������� ������ ����� ��������� ���� K� ���� F �� �������� �� ��������� ���

����� �� g(T ) ��� ������ ������ ���� K ��� ���� �������� ������� �� u ��� w�

����� ����� ����������� ����� ��� ��� ���� ����������� � ������ �� ���������

������ ���� ������ ����� ������ ��������� �� 3� ���� ���������� ���� ������ ���

����������

����� ����� ���� ��� m ��� n �� ��� �������� �������� ���� gcd(m,n) = 1�

m ≡ 1 (mod 18) ��� n ≡ 1 (mod 54)� ��� f(T ) = T 3−3mT−2n ∈ Z[T ]� �� f ��

����������� ���� Q� ���� ��� ����� ������ �� ��� ��������� ���� Q(
�
3(m3 − n2))

�� ��������� �� 3�

�� ����� ���� ������� ��������� ��� ������ �� ����������� ������� ���������

�� � ����������� �������� ����� ��� ������ �� �������

����� ����� ������ ��� X �� � ����� �������� ���� ������ ��� ��� T = X
1
16 .

����� ��� M = T
2
3X

1
3

2
��� N = TX

1
2

24
. ��� N1(X) ����� ��� ��� ������ �� �������

(m,n, t) �� �������� �������� ���������� m3 − n2 = t2d ���� d ≤ X� T < t ≤

2T,M < m ≤ 2M,N < n ≤ 2N, gcd(m, t) = gcd(m,n) = gcd(t, 6) = 1,m ≡ 1

(mod 18) ��� n ≡ 2 (mod 18) ��� p2 � d ��� ��� ����� ������� p ≤ logX�

����

N1(X) � MN

T
+ o(MX

1
3T

2
3 ).

����� ����� ������ ��� � �������� ������� � ��� ��� � ���� ������� ������ m�

��� ρm(�) ������ ��� ������ �� ��������� �� ��� ���������� n2 ≡ m3 (mod �)�

����



����� ������������� ��

��� ρm �� � �������������� ���������

���� ������ m,M, n,N, t, T ��� d �� �� ����� ����������� ����

�

M≤m≤2M
m≡1 (mod 18)

�

T≤t≤2T
gcd(t,6m)=1

ρm(t
2) � MT.

����� ����� ��� m ��� n �� �������� ���� ���� m ≡ 19 (mod 18 · 6) ���

n ≡ 55 (mod 54 · 6)� ���� 4 ��� 243 �� ��� ������ m3 − n2�

������ �� m ≡ 19 (mod 18·6) ��� n ≡ 55 (mod 54·6)� �� �������� ���� m ≡ 3

(mod 4) ��� n ≡ 3 (mod 4)� ����� m3 − n2 ≡ 2 (mod 4) ����� ����� ����

4 � (m3 − n2)�

������ ���� m ≡ 19 (mod 18 · 6) ��� n ≡ 55 (mod 54 · 6)� �� ��� m ≡ 19

(mod 27) ��� n ≡ 55 (mod 81)� ���������� m ≡ 27a + 19 (mod 243) ���

n ≡ 81b + 55 (mod 243) ��� ���� 0 ≤ a ≤ 8 ��� 0 ≤ b ≤ 2� �� m3 − n2 ≡ 0

(mod 243)� ���� �� ����

0 ≡ m3 − n2 ≡ (27a+ 19)3 − (81b+ 55)2 (mod 243)

≡ 189 + 81(361a− 110b) (mod 243)

≡ 33 · 7 + 34(118a− 110b) (mod 243)

����� ������� ���� 7+3(118a− 110b) ≡ 0 (mod 9)� ����� ��� ����� ���� ���� ��

0 (mod 3) ��� ��� ���� ���� ���� �� 1 (mod 3)� ���� �� ���������� ��� ��� ������

�� �������� a ��� b� ���� ������ ��� ������ �

��� � ����� �������� ���� ������ X� ��� ��� �� �� ��� � ����� ����� ��� ���

������ �� ���� ��������� ����� �� ��� ���� Q(
�
3(m3 − n2)) ��� ������������

≤ X� ����� m ��� n ��� �������� �������� ��������� �� ������� ���������� ����

���������� ���� �� ����� ����� ����������� �� ��� � ����� ����� ��� ��� ������ ��



�� ����� �������������

���� ���� ��������� ����� K ���� dK ≤ X ��� hK ≡ 0 (mod 3)� �� ����� �� ��

����� �� ���� ����� ��� ���������� N2(X), N3(X), R�(X), N �(X) ��� N(X) ��

��������

��� � ����� �������� ���� ������ X� ��� T = X
1
16 � M = T

2
3X

1
3

2
� N =

TX
1
2

24
��� Z = X

1
3 (logX)

2
3

T
1
3

. ��� N2(X) �������������� N3(X)� ������ ��� ������

�� ������� (m,n, t) �� �������� �������� ���� ���� ��� ��������

m3 − n2 = 27t2d �����

����� ���� d ≤ X� T < t ≤ 2T,M < m ≤ 2M,N < n ≤ 2N, gcd(m, t) =

gcd(m,n) = gcd(t, 6) = 1,m ≡ 19 (mod 18·6), n ≡ 55 (mod 54·6) ��� p2 | d ���

�� ����� ��� p ���� logX < p ≤ Z �������������� p > Z�� ��� R�(X) ������ ���

������ �� ������� (m,n, t) �� �������� �������� ���������� ��� �������� �������� ����

m,M, n,N, t, T ��� d �� ����� ��� p2 � d ��� ��� ����� ������� p ≤ logX� �����

��� N �(X) ������ ��� ������ �� ������� (m,n, t) �� �������� �������� �� ��� �����

����� ���������� �������� �������� ��� d �� ������������ ������� ��� N(X) ������ ���

������ �� �������� ����������� �������� d ≤ X ���� �� ����� ��� ������� ��������

�� ��� �������� �������� ���� m,M, n,N, t, T ��� d �� ������ ������� ��� ��� ��

���� �������� �� ����� ���� N(X) � X
7
8 �

��� ���� ����� �� �������� �� � ������ ����������� �� ��� ��������� �����

�� ������������� �� ������ ��� ��� ���� �� ����� ����� ��� ����� �� ��� ��������� ��

����� ������ ������� �� ���� � ����� ��� ��� ���� �� �������������

����� ����� ���� N2(X) ������ �� ������ �� ����

N2(X) � MN

T (logX)2
+ o(MX

1
3T

2
3 ).



����� ������������� ��

������ ��� m ��� t �� ���� �������� �� ��� ����� ����� ��� ���

N �
2(X) =

�

logX≤p≤Z

�

N≤n≤2N
n≡55 (mod 54·6)

n2≡m3 (mod 27t2p2)

1. �����

�� ����� ��� ����� ��� ���� ��������� �� ���� 54 · 6 · t2p2 �� ���

�

N≤n≤2N
n≡55 (mod 54·6)

n2≡m3 (mod 27t2p2)

1 =
N

54 · 6 · ρm(27t
2p2)

t2p2
+O(ρm(27t

2)).

����� ρm(27p
2) = O(1)� ��� �������� �������� �������

N �
2(X) �

�

logX≤p≤Z

�
N · ρm(27t2p2)

t2p2
+O(ρm(27t

2))

�
. �����

���� �� ���� ρm(27t
2p2) ≤ ρm(t

2) · ρm(27p2)� ����� ����� t > T � ��� ����� ���

N �
2(X) �� �������� �������

N �
2(X) � N

T 2
· ρm(t

2)

(logX)2
+ o

�
X

1
3ρm(t

2)

T
1
3

�
.

������������� ����� ����� ����������� �� ������

N2(X) =
�

M≤m≤2M
m≡19 (mod 18·6)

�

T≤t≤2T
gcd(t,6m)=1

N �
2(X) � MN

T (logX)2
+ o(MX

1
3T

2
3 ).

�

��� ����� �� ��� ���� ����� ������� �� �������� ����� ��� ���� ���� �� ��������

����� �� ������ ��� ���� �� ���� ���



�� ����� �������������

����� ����� �� ����

N3(X) = o(MX
1
3T

2
3 ).

����� ����� ���� �� ����

R�(X) � MN

T
+ o(MX

1
3T

2
3 ) � X

7
8 .

������ �� ��� ����������� m ≡ 1 (mod 18) ��� ����� �� ����� �����������

�

M≤m≤2M
m≡1 (mod 18)

�

T≤t≤2T
gcd(t,6m)=1

ρm(t
2) � MT

������

��� m ��� t �� ���� �������� �� ��� ����� ������ ���� �� ����� ����������� ���

��� n ≡ 55 (mod 54 · 6)� �� ���� 4 � m3−n2

27t2
��� 9 � m3−n2

27t2
� ��� P =

�

5≤p≤logX

p�

��� � ���� m ��� t �� ��� ����� ������ ��� R(X) ������ ��� ������ �� ��������

n ���� N ≤ n ≤ 2N � n ≡ 55 (mod 54 · 6)� gcd(m,n) = 1 ��� p2 � m3−n2

27t2
��� ���

����� ������ p ≤ logX� ����

R(X) =
�

N≤n≤2N
gcd(m,n)=1

n≡55 (mod 54·6)
n2≡m3 (mod 27t2)

�

l2|gcd(m3−n2

27t2
,P 2)

µ(l)

=
�

l|P
gcd(l,m)=1

µ(l)
�

N≤n≤2N
n≡55 (mod 54·6)

n2≡m3 (mod 27l2t2)

1

=
�

l|P
gcd(l,m)=1

µ(l)

�
N

54 · 6 · ρm(27t
2l2)

t2l2
+O(X�)

�
(�� ��������� �� ρm(27l2t2) )



����� ������������� ��

=
Nρm(27t

2)

54 · 6 · t2
�

l|P
gcd(l,m)=1

µ(l)

l2
ρm

�
l

gcd(t, l)

�
+O(X�) (�����

gcd

�
27t2,

l

gcd(t, l)

�
= 1)

=
Nρm(27t

2)

54 · 6 · t2
�

p|P
p�m

�
1−

ρm(
p

gcd(t,p)
)

p2

�
+O(X�)

� N

T 2
ρm(t

2) +O(X�).

���� ����� ����� ����������� �� �� ��� ���� ��� m ��� t ���������� ��� �����������

���� �� ������

R�(X) � N

T 2

�

M≤m≤2M
m≡1 (mod 18)

�

T≤t≤2T
gcd(t,6m)=1

ρm(t
2) +O(MTX�)

� N

T 2
·MT +O(MTX�)

� MN

T
+ o(MX

1
3T

2
3 ) � X

7
8 .

�

������ ����� ��� ������ �� ����� ���������� ��� ����� ���������� ������ ���� ���

���� ��������� ���� ������������ �� ��� ���������� ����� �� n ������ 54 · 6�

����� ����� �� ����

N �(X) � X
7
8 .

������ �� ���� N �(X) = R�(X) − (N2(X) + N3(X))� ���� �� ����� �����

����������� ����� ���������� ��� ����� ���������� ��� ����� ��� ������ ��� R�(X)� N2(X)

��� N3(X)� �� ��� N �(X) � X
7
8 . �

������ �� ����� ��� ����� ����� ��� N(X)� �� ����� ��� ��������� ������

����� ����� ������� ��� ����� ���� ���� �� �������� �� ����� �� �������



�� ����� �������������

����� ������ ������ ��� � �������� ����������� ������� d ≤ X� ��� N �(d) �� ���

������ �� ������� (m,n, t) �� �������� �������� ���� T < t ≤ 2T,M < m ≤

2M,N < n ≤ 2N, gcd(m, t) = gcd(m,n) = gcd(t, 6) = 1,m ≡ 19 (mod 18 ·

6), n ≡ 55 (mod 54 · 6) ��� m3 − n2 = 27t2d� ����

�

d≤X

N �(d)(N �(d)− 1) � T
10
3 X

2
3
+�.

������ ����� ���� ����� �� ��� ���������� �� ����
�

d≤X

N �(d) = N �(X)�

����� ������ �� ����

N(X) � X
7
8 .

������ �� ���������� N(X) ������� ��� ������ �� ����������� �������� ��������

d ≤ X ��� ����� ��� �������� m3 − n2 = 27t2d ������ � ��������� �� ����� �

�������������� �������� �� ��������

N(d) =





1 �� 0 ≤ d ≤ X �� ����������� ��� m3 − n2 = 27t2d ��� � ���������

0 ����������

��������
�

d≤X

N(d) = N(X)� ����� ��� � ����������� �������� ������� d ≤ X � ��

���� N(d) = 0 �� ��� ���� �� N �(d) = 0�

���������� ����� ��� �������������� ����������� �� ����

��

d≤X

(N �(d) ·N(d))

�2

≤
��

d≤X

N �(d)2
�

·
��

d≤X

N(d)2

�
.

����� ��� ��� ����������� d� �� ����N(d) = 0 �� 1� �� ���
�

d≤X

N(d) =
�

d≤X

N(d)2 =



����� ����� �� ������� ������������ ��

N(X) ��� ����� �� ������

��

d≤X

N �(d)

�2

≤
��

d≤X

N �(d)2
�

· (N(X)) .

���� ��� N(X) ≥
��

d≤X

N �(d)

�2

·
��

d≤X

N �(d)2
�−1

� ���� ���� ����� �������������

�� ���
�

d≤X

N �(d)2 = N �(X) +
�

d≤X

N �(d)(N �(d)− 1).

���������� �� ����� ����� ���������� ��� ����� ������������� �� ��� N(X) � X
7
8 � �

��� ���� ����� �� ������ �� �����

����� ������ ���� ��� M ��� N �� ��� �������� ���� �������� ���

S =
�
f(T ) = T 3 +mT + n ∈ Z[T ] : |m| ≤ M, |n| ≤ N, f(T ) �� �����������

���� Q ��� D(f) = −(4m3 + 27n2) �� ��� � ������� ������
�

�� � ������ �� Z[T ]. ���� #S � MN.

��� ����� �� ������� ������������

��� � ≥ 1 �� �� ������� ��� ��� p1, . . . , p�+2 �� �������� ����� ������� ����

pi ≥ 5 ��� ���� i� ��� ���� i ∈ {1, . . . , � + 2}� �� ������ �������� ai ��� bi ����

���� 3ai − 2bi �≡ 0 (mod pi)� ��� �� �������� ��� ��������� ��� �� ������������

������������

X ≡ 19 (mod 18 · 6)

X ≡ 1 + a1p1 (mod p21)

���



�� ����� ����� �� ������� ������������

X ≡ 1 + a�+2p�+2 (mod p2�+2).

����� ���� pi ≥ 5� ��� ������� ��� �������� ���������� ������ ����� �� ���

������� ��������� �������� ����� ������ � ������ ������� m (mod 18 · 6
�+2�

i=1

p2i )

���������� ��� ����� ��� �� ������������ �� ����� ������ ��� ������ �� ����

�������� m ≤ X �� ((1 + o(1))X/

�
18 · 6

l+2�

i=1

p2i

�
�� X → ∞� �� ������ ��

M1(X) ��� ��� �� ��� ���� �������� m ≤ X�

���������� �� �������� ��� ��������� ��� �� ������������

X ≡ 55 (mod 54 · 6)

X ≡ 1 + b1p1 (mod p21)

���

X ≡ 1 + b�+2p�+2 (mod p2�+2).

����� ��� ������� ��������� ������� ������� ���� ��� ������ �� ��������

n ≤ X ���������� ��� ����� ��� �� ����������� �� ((1 + o(1))X/

�
54 · 6

�+2�

i=1

p2i

�

�������� n ≤ X �� X → ∞� ��� M2(X) ����� ��� ��� ���� �������� n ≤ X�

���� ��� X �� � ����� �������� ���� ������ ��� ��� T = X
1
16 � M = T

2
3X

1
3

2

��� N = TX
1
2

24
� ��� M(X) �� ��� ������ �� ����������� �������� �������� d ≤ X

���� �� ����� ��� �������� �� ��� ��������

m3 − n2 = 27t2d, �����

����� T < t ≤ 2T � M < m ≤ 2M � N < n ≤ 2N � gcd(m, t) = gcd(m,n) =

gcd(t, 6) = 1� m ∈ M1(X) ��� n ∈ M2(X)� ���������� �� ����� ������������� �� ���

M(X) � X7/8�

���� ��� ���� i ∈ {1, . . . , � + 2}� ��� �������� m ∈ M1(X) ��� n ∈ M2(X)�



����� ����� �� ������� ������������ ��

�� ����

m3−n2 = (aipi+1)3−(bipi+1)2 ≡ 3aipi+1−2bipi−1 ≡ pi(3ai−2bi) (mod p2i )

�����

�� ��� ������ �� ��� �������� ai ��� bi� �� ���� m3 − n2 ≡ 0 (mod pi) ���

m3 − n2 �≡ 0 (mod p2i )� ��� ���� i ∈ {1, . . . , � + 2}� ���������� ���� pi �������

��� ����������� ���� �� m3 − n2 = 27t2d� ����� �� 3d� ����� pi ≥ 5� �� ��������

���� pi | d� ����� p1 . . . p�+2 | d ��� ��� ���� d ���������� ���������

��� � ����������� ������� d ���������� ��������� ��� K = Q(
√
d)� ���� �� �����

������������� ��� ������ �� ����������� f(T ) = T 3 − 3mT − 2n ∈ Z[T ] ���� (m, n, t)

���������� �������� �� � X
7
8 � ��� ���� � ���������� f � ��� ������������ D(f) ��

−(−3m)3 − 27(−2n)2 = 22 · 33 · (m3 − n2) ��� �����

Q(
�
D(f)) = Q(

�
3(m3 − n2)) = Q(

√
3 · 27t2d) = Q(

√
d).

�� ����� ����������� ��� ����� ������ �� Q(
√
d) �� ��������� �� 3� ������ ��� ������

���� ��������� ����� K = Q(
√
d) ���� |dK | ≤ X� p1 . . . p�+2 | dK ��� 3 | hK ��

� X
7
8 � �� ����� ������ N3,�(X) � X

7
8 ��� ���� ��������� ��� ������ �





CHAPTER2
������������ ������������ �� �����

������� �� ������� �� ���������

��������� �����

��� � ��������� ������� k ≥ 1 ���� k ≡ 1 (mod 9) ��� gcd(k, 7 · 571) = 1�

�� ����� ��� ��������� �� ��������� ���� ������� �� ��������� ��������� �����

Q(
√
d)� Q(

√
d+ 1) ��� Q(

√
d+ k2) ���� d ∈ Z ���� ���� ��� ����� ������ ��

���� �� ���� �� ��������� �� 3�

��� ������������

�� ������� ��� �� ����� ���� ��� ������� �� ��� ������������ �� ����� �������

�� ���� ��������� ������ �� �� ������� ����������� �� �������� �������� ���������

����� ��� ����� ��� ������������ ���������� �� ����� ����� ��������

��� � ����� ������ p� �� ����� ���� ��� p����� �� � ����� ������� ������

��



�� ����� ������������

��������� ����� ������ ��� G �� � ����� ������� ������ ������� ����������� ���

��� p �� � ����� ������� ���� G/pG �� � ����������������� ������ ����� ����

��� ���� Z/pZ ��� ��� ��������� �� ������ ��� p����� �� G�

������ ����� ��� p����� �� � ����� ������� ����� G �� ����� ������� �� rkp(G)�

��� � ����� ������ ���� K� ��� �� ��� ���� ��������� ����� ������� ������

���������� �� K �� ��� ����� ����� ����� ClK � ����� �� �� ������ �� ����� ��� p�

����� �� ClK � ���� ��������� ����������� �� ����������� ������� ���� �� rkp(ClK) ≥ 1�

���� p | hK �

������ ��������� ���� ������� rkp(ClK) ��� ���� ���������� ����� p� ����

p = 3� ������ ������ ������ � ��������� ��������� ��� ��� 3������ �� ��� ����� ������

�� ��������� ����� �� ��������

������� ����� ������ ��� d > 1 �� � ����������� �������� ��� r ��� s �� ���

3������ �� ��� ����� ����� ������ �� Q(
√
d) ��� Q(

√
−3d)� ������������� ����

r ≤ s ≤ r + 1.

���� ������� ����������� �� ��� ��� ���� �� 3 ������� hQ(
√
d)� ���� 3 ���� �������

hQ(
√
−3d)�

���� ��� � ����������� ������� d > 1� ��� r� �� ��� 3����� �� ��� ���� ���������

����Q(
√
3d) ��� ��� s� �� ��� 3����� �� ��� ��������� ��������� ����Q(

√
−3 · 3d) =

Q(
√
−d)� ���� ���� ������� ����������� �� ��� ���� r� ≤ s� ≤ r� + 1� �� ������� �����

������������� ��� ��������� ����� ��� ����� s� = r� + 1 �� ��������

������� ����� ������ ��� d > 1 �� � ����������� ������� ���� 3 � d� ��� r� ���

s� �� ��� 3������ �� ��� ��������� ����� Q(
√
3d) ��� Q(

√
−3 · 3d) = Q(

√
−d)�

������������� ���� ��� ��������� ���������� ��� �����������

��� s� = r� + 1�



����� ������������ ��

��� ����� ���� ��� ����� � ����� ���� K ���������� ��� ��������� ����� ������

������

��� K/Q �� ��� �������

���� ��� ������ ������� K �� K �������� Q(
√
−d) ��� K/Q(

√
−d) �� �

������ ����� ��������� ����� �� ��������� �� ��� �������� ������ q �= 3�

����� ��� ������������ DK �� K �� ��������� �� 34 ��� ��� �� 35�

��� ����� ������ � ����� ���� L ���������� ��� ��������� ����� �����������

��� L �� ��� ������ ���� Q�

���� ��� ������ ������� L �� L �������� Q(
√
3d) ��� L/Q(

√
3d) �� � ������

����� ��������� ����� �� ��������� �� ��� �������� ������ q �= 3�

����� ��� ������������ DL �� L �� ��������� �� 33 ��� ��� �� 34�

��� ����� ���� ��� ����� � ������ (u, v,m) ∈ Z3 ���� uvm �= 0 ���������� ���

��������� ����� �����������

��� 3v2d = u2 − 4m3�

���� gcd(u,m) = 1�

����� m ≡ 1 (mod 3) ��� u2 ≡ 1, 7 (mod 9)�

��� ����� ������ � ������ (u, v,m) ∈ Z3 ���� uvm �= 0 ���������� ��� ���������

����� �����������

��� −v2d = u2 − 4m3�

���� gcd(u,m) = 1�

����� ��� �� ��� ��������� ��� ���������� ������

��� 3 | m ��� u2 ≡ 4, 7 (mod 9)�



�� ����� ������������

��� 3 � m ��� u ≡ 3, 6 (mod 9)�

��� m ≡ 2 (mod 3) ��� u2 ≡ 1, 4 (mod 9)�

��� m ≡ 1 (mod 9) ��� u2 ≡ 13, 22 (mod 27)�

��� m ≡ 4 (mod 9) ��� u2 ≡ 4, 22 (mod 27)�

��� m ≡ 7 (mod 9) ��� u2 ≡ 4, 13 (mod 27)�

�� ������� ����� ������� ���������� ��� ������� ���������� ����� ��� ��������� ����

�����

������� ����� ����� ����� ��������� ���� ����� �� ��������� ����� Q(
√
d) ���

Q(
√
−3d) ���� ����

3 | hQ(
√
d) ��� 3 | hQ(

√
−3d).

�� ��� ����� �� ������� ����������� �� �� ������� �� ��� ��� ��������� ���������

�������� ����� ��� n ≥ 2 �� �� �������� ���� ��� �������� m ���� ���� �����

����� ��������� ���� ����� �� ��������� ����� Q(
√
d) ��� Q(

√
md) ����

n | hQ(
√
d) ��� n | hQ(

√
md).

������� ��������� �������� ���������� ��� n = 3 �� ������ ��� ������ ��� ���������

��������

������� ����� ������ ��� m �� � �������� �������� ���� ����� ����� ���������

���� �������� ����� �� ��������� ����� Q(
√
d) ��� Q(

√
md)� ���� d > 0� ����

���� 3 | hQ(
√
d) ��� 3 | hQ(

√
md)�

���� ����� �� ������� ����������� ������ ���� Q(
√
d) ��� Q(

√
md) ��� ���� ��

��� �� ���� ��� ��� ����� �� ���������� ��������� �� m > 0 �� m < 0� �������



����� ������������ ��

�������� ������� ���������� �� ��� ����� �� ��������� ��������� ����� ���� �����

������� ��������� �� ��� ������� n ≥ 2 ��� ������ ��� ��������� ��������

������� ����� ������ ��� m ≥ 2 ��� n ≥ 2 �� ��������� ���� ����� ����� ���

������� ���� ����� �� ��������� ��������� ����� Q(
√
d) ��� Q(

√
md) ���� ����

n | hQ(
√
d) ��� n | hQ(

√
md)�

������ ����� �� �� ���������� �� ���� ���� ������� ���������� ������� ������

������ �������� ���������� ��� ��������� ��������� ����� ��� ��� ��� �������� m ≥ 2�

���� �� �������� � ������ ������� �� �������� ���������� �� ��������

�������� ����� ��� m ≥ 1 ��� n ≥ 2 �� ��������� �� ����� ����� ���������

���� ����� �� ��������� ����� Q(
√
d) ��� Q(

√
d+m) ���� ���� n | hQ(

√
d) ���

n | hQ(
√
d+m)�

�� ������� ������� ������ ��� ������ ��������� �������� ���������� ��� n = 3, 5 ��� 7

��� ������ ��� ��������� ��������

������� ����� ������ ��� n ∈ {3, 5, 7} ��� ��� m1,m2, n1 ��� n2 �� ��������

������� ���� m1m2 �= 0� ���� ����� ����� ��������� ���� ����� �� ���������

����� K1 = Q(
√
m1d+ n1) ��� K2 = Q(

√
m2d+ n2) ���� d ∈ Q ���� ����

n | hK1 ��� n | hK2�

������ ����� �� ������� ����������� ��� ������� ���������� �� d ∈ Q� �� �� ����

�� ��� ���� �� n1 = n2 = 0� ���� �� ��� ���� d ∈ Z� ��� �� ������ n1 �= 0 ��

n2 �= 0� ���� ������� ���������� ���� ��� ����������� ���� ��� d ∈ Z� �������� d ���

�� ������ �� �� �� ������� ��� ���� ���������� ������ �� m1� m2� n1� n2 ��� n�

�� ������� ��������� ������ ���� ��� �� ��� ������� n ≥ 3 ��� �� ������� U ≥ 2�

��� ����� ������ �� ��� ��������� ��������� ���� Q(
√
1− 4Un) �� ��������� ��

n� ����� �� ������� ����������� �� ������� ���� ����� ��� ��������� ���� ���������



�� ����� ��������� �� ���� �������

��������� ����� Q(
√
−U) = Q(

√
−4Un) ����� ����� ������� ��� ��������� �� n�

�� ����� ������ �� ������ d = −4Un� �� �������� ���� ����� ��� ��������� ����

������ �� ��������� ��������� ����� {Q(
√
d),Q(

√
d+ 1))} ���� d ∈ Z ���� ����

n | hQ(
√
d) ��� n | hQ(

√
d+1)� ��������� �� ����� ������ ���������� ��� ���������

���������� �� �������

���������� ����� ������ ��� m ≥ 1 �� �� ������� ��� ��� � ≥ 3 �� � ����� ����

���� ���� ����� ����� ��������� ���� ������ Q(
√
d),Q(

√
d+ 1), . . . ,Q(

√
d+m)

�� ��������� ����� ���� d ∈ Z ���� ���� � ������� ��� ����� ������� �� ��� �����

��� ��������� �� ���� �������

�� ���� �������� �� ������� � ������ ������� �� ���������� ���������� ��� ������� ��

��������� ��������� ����� ��� ��� � = 3� ��� ������� ��������� �� ��� ����

������� �� ���� ������� �� �� ��������

������� ����� ������ ��� k ≥ 1 �� � ��������� ������� ���� ���� k ≡ 1 (mod 9)

��� gcd(k, 7 · 571) = 1� ���� ����� ����� ��������� ���� ������� �� ���������

��������� ����� Q(
√
d)� Q(

√
d+ 1) ��� Q(

√
d+ k2) ���� d ∈ Z ���� ���� 3

������� hQ(
√
d)� hQ(

√
d+1) ��� hQ(

√
d+k2)�

��� �������������

�� ������ � ��� ����� ���������� ��� ����� ���� ��������� ������ �������

��������� ����� ������ ��� K �� � ����� � �������� | · | : K → R≥0 �� ���� �� ��

� ��������� �� K �� ��� ��������� ���������� �����

�� |x| = 0 �� ��� ���� �� x = 0�

�� |xy| = |x| · |y| ��� ��� x, y ∈ K�



����� ������������� ��

�� ��������� ����������� |x+ y| ≤ |x|+ |y| ��� ��� x, y ∈ K�

� ��������� | · | �� � ���� K �� ������ ������� �� |x| = 1 ����� ��� ��� x �= 0�

���������� �� �� ������ � ����������� ���������� ��� ����������� ���������� | · |1
��� | · |2 ��� ���� �� �� ����������� �� ��� ��������� ����� �����

|x|1 < 1 �� ��� ���� �� |x|2 < 1 ��� ��� x ∈ K.

��������� ����� ������ ��� K �� � ���� ��� ��� | · | �� � ����������� ��������� ��

K� ���� | · | �� ���� �� �� ��������������� ��

|x+ y| ≤ max{|x|, |y|} ��� ��� x, y ∈ K.

� ��������� �� K �� ������ ����������� �� �� �� ��� ���������� �� ��� ����

����������� ��������� �� K�

���� ��� �� ���� K �� �� � ������ ���� ���� ���� �� �������� OK � ��� �

�������� ������� x ∈ K ��� � �������� ����� ����� p �� OK � ��� vp(x) ������

��� ����� �� p ��������� �� ��� ������������� �� ��� ���������� ����� xOK ����

������� �� ����� ������� ���������� �� ����

xOK =
�

p

pvp(x).

����������� ����� ������ ��� K �� � ������ ���� ��� ��� p �� � �������� �����

����� �� OK� ��� c �� � ���� ������ ���� 0 < c < 1� ���� ��� ��� |·|p : K → R≥0



�� ����� �������������

������ ��

|x|p =





cvp(x), �� x �= 0,

0, ��������� .

�� � ��������������� ��������� �� K�

��������� ����� ��� K �� � ������ ���� ��� ��� p �� � �������� ����� �����

�� OK� ��� c �� � ���� ������ ���� 0 < c < 1� ���� ��� ��������� | · |p ��

����������� ���������� �� ������ ��� p����� ��������� �� K�

��� � ������ ���� K �� ������ n� ��� σ1, . . . , σn−1 ��� σn �� ��� ��� ������

����� �� K ���� C� ��� | · | �� ��� ����� �������� ����� �� R� �� �� � ����������

���� ���� ��� ���� i ∈ {1, . . . , n}� ��� ��� x �→ |σi(x)| ������ �� �����������

��������� �� K� ��������� �� �� ���������� ���� ����� ���������� �� K ���

�������� ������������ ��� ��� ����������� ��������� �� K �� ���������� �� ���

��������� ������� �� σi ��� ���� i�

������� ����� ������������ �������� ������ ��� K �� � ������ ���� �� ������

n ��� ��� σ1, . . . , σn−1 ��� σn �� ��� ��� ���������� �� K ���� C� ��� | · | �� �

����������� ��������� �� K� ���� ������ |·| �� ���������� �� ��� ��������� �������

�� σi ��� ���� i ∈ {1, . . . , n} �� �� ���������� �� ��� p����� ��������� ��� ����

�������� ����� ����� p �� OK�

����� �� ����� ��� S��������� �� � ������ ���� �� ��������

��������� ����� ������ ��� � ������ ���� K� ��� S �� � ����� ��� �� ����������

�� K� ���������� ��� ��� ����������� ����������� ����

RS = {α ∈ K : v(α) ≥ 0 ��� ��� v �∈ S}

�� ������ ��� ��� �� S����������



����� ������������� ��

����� ����� ��� K = Q ��� S = {| · |}� �� ���� RS = Z�

������ �� ��� ��������� �� S���������� �� ����

RS = {α ∈ K : v(α) ≥ 0 ��� ��� v �∈ S}

=
�a

b
∈ Q : vp

�a
b

�
≥ 0 ��� ��� ����� ������ p

�

=
�a

b
∈ Q : p � b ��� ��� ����� ������ p

�

= Z.

�

��� ���� ������� �� ��� �� ��� ����������� �������� �� ��� ������ �� �����

����� �������

����������� ����� ��������� �������� ������� ��� K �� � ������ ���� ��� ��� S

�� � ����� ��� �� ���������� �� K� ���������� ��� ��� ����������� ����������� ���

f(X) ∈ K[X] �� � ���������� �� ������ d ≥ 3 ���� �������� ����� �� ��� ���������

������� K �� K� ���� ��� �������� y2 = f(x) ��� ���� ������� ���� ���������

x, y ∈ RS�

�� ����� ���� ������ �� ����� ���� ��� ������������� �� ������� �����������

����� ����������� ��� ��� ������� ��������

�� ��� ���� ���� ������� ���������� ��� ����������� �� ������ �� ����� ������

�� ����� ���� ��� ��������� ����� ����� �� ������ ������ �� ������ ������� � ������

��� ��� ���� �� ������������� �� ������� � ����� �����

����� ����� ������ ��� f(X) ∈ Z[X] �� � ����� ����������� ���������� ��� ���

E �� ��� ��������� ���� �� f ���� Q� ������ ���� ��� ������������ D(f) �� ���

� ������� ������ ��� ��� F = Q(
�
D(f))� ��� � ����� ������ p� ��� ℘F �� �

����� ����� �� OF ����� ����� p� ��� α �� � ���� �� f ��� ��� K = Q(α)� ����

℘F �� ������� �� E �� ��� ���� �� p �� ������� ������� �� K�



�� ����� �������������

������ �����D(f) �� ��� � ������� ������� �� ���� F = Q(
�

D(f)) �� � ���������

��������� �� Q ��� Gal(E/Q) � S3� ��� ℘E �� � ����� ����� �� OE ����� �����

℘F ��� ��� ℘K = ℘E ∩K�

�������� ��� ��������� ������� �� ������ ������

Q

F = Q(
�

D(f)) K = Q(α)

E

p

℘F ℘K

℘E

��� �� ������� ������� ����������� �� �������

������� ���� ℘F �� ������� �� E� ���� ��� ��� ����������� ����� e(℘E|℘F ) >

1� ����� E �� � ������ ��������� �� F �� ������ 3� �� ���

3 = e(℘E|℘F ) · f(℘E|℘F ) · g, �����

����� f(℘E|℘F ) �� ��� �������� ������ ��� g �� ��� ������ �� ����� ������ ��

OE ����� ����� ℘F � �� e(℘E|℘F ) > 1� ���� �������� �������� �� �������� ����

e(℘E|℘F ) = 3� ����� ��� ���������������� �� ��� ����������� �������� �� ����

e(℘E|p) = e(℘E|℘F ) · e(℘F |p) = 3 · e(℘F |p) = e(℘E|℘K) · e(℘K |p). �����

���� �������� ��������� �� ��� ���� 3 ������� e(℘E|℘K)·e(℘K |p)� ����� e(℘E|℘K) ≤

[E : K] = 2� �� ���� ������ 3 ������� 2 · e(℘K |p) �� 3 ������� e(℘K |p). ���� ��

�������� ���� 3 | e(℘K |p) ≤ [K : Q] = 3 ��� ���������� e(℘K |p) = 3� ����� p ��

������� ������� �� K�



����� ������������� ��

����������� �� ������ ���� p �� ������� ������� �� K� �� ����� ���� ���

����������� ����� e(℘E|℘F ) > 1� �� ���� ���� e(℘E|℘F ) = 1 ���

e(℘E|p) = e(℘E|℘F ) · e(℘F |p) = e(℘F |p) ≤ [F : Q] = 2. �����

����� p �� ������� ������� �� K� ���� ��������� �� ���

3 = e(℘K |p) ≤ e(℘E|p) ≤ 2,

����� �� � �������������� ����� ℘F �� ������� �� E ��� ���� ��������� ��� �����

�� ��� ������ �

�� ������� ��� �� ������ ������� ������ �� � ������ ����� �� ������ ���

����������� �� �� ������� ����� �� � ����� ��������� �� � ������ �����

��������� ����� ������ ��� L/K �� �� ��������� �� ������ ����� ��� ��� σ ��

�� ������� ����� �� K� ���� σ �� ���� �� �� ������� �� L� �� σ �� ���� ��� ��

��� �� ��������� �� L ����� �� �������� �� σ �� ��� �������� ���� �� �� ���� ��

�� ��������� �� L�

��� �� ��������� �� ������ ����� L/K� �� ��� ����� ���������� �� ������� ��

���� ���� � ������� ������� ����� �� K �� ������ ��������� �� L� ��������� ��

L �� � ������� ���� ������ ����� ���� ��� ������� ����� �� K �� ��������� �� L�

����� ����� ��� f(X) ∈ Z[X] �� � ����� ����������� ���������� ��� ��� E ��

��� ��������� ���� �� f ���� Q� ������ ���� D(f) �� ��� � ������� ������ ��� ���

F = Q(
�

D(f))� ���� ��� ������� ����� �� F �� ��������� �� E�

������ ����� ��� ������������ D(f) �� f �� ��� � ������� ������� �� ���� [F :

Q] = 2 ��� Gal(E/Q) � S3� ��� σ �� �� ������� ����� �� F �



�� ����� �������������

���� �� D(f) < 0� �� ���� ����� F �� �� ��������� ��������� ����� ����������

��� ��������� �� σ �� E �� �������� ���� σ �� ��������� �� E�

���� �� D(f) > 0� ���� ��� F �� � ���� ��������� ����� ����� f �� � ����������

�� ������ 3� �� ��� � ���� ����� ��� α� ���� ��� ������ ���� K = Q(α) ��

��������� �� R� ����� F ⊆ E ��� K ⊆ E� �� ���� FK ⊆ E� �� ��� �����

����� ����� [F : Q] = 2 ��� [K : Q] = 3� �� ���� [FK : Q] = 6 = [E : Q]� ����

E = FK ⊆ R� ����� E �� � ������ ��������� �� Q ���� E ⊆ R� �� ��������

���� E �� ������� ����� ����� σ �� ��������� �� E� ���� ��������� ��� ����� ��

��� ������ �

��� � ����� ������ p ��� � �������� ������� n� ��� vp(n) ����� ��� ��� ������

������� m ���� ���� pm | n ��� pm+1 � n� ��� ��������� ����� �� � �����������

�� � ������� �� ������ ��� �� ��������� �� ������ �� ��������

����� ����� ������ ��� f(X) = X3−aX−b ∈ Z[X] �� �� ����������� ����������

���� Q ���� ���� ��� ����� ����� ������ p� ������ vp(a) < 2 �� vp(b) < 3

������ ������� ���� ��� ������������ D(f) �� f �� ��� � ������� ������ ��� ���

F = Q(
�

D(f))� ��� α �� � ���� �� f ��� ��� K = Q(α)� ��� E �� ��� ���������

���� �� f ���� Q ��� ��� q �� � ����� ������� ���� ��� ��������� ����������

�����

��� �� q �= 3� ���� q �� ������� ������� �� K �� ��� ���� �� 1 ≤ vq(b) ≤ vq(a)�

��� ��� ����� 3 �� ������� ������� �� K �� ��� ���� �� ��� �� ��� ���������

���������� ������

��� 1 ≤ v3(a) ≤ v3(b)�

���� 3 | a, a �≡ 3 (mod 9), 3 � b ��� b2 �≡ a+ 1 (mod 9)�

����� a ≡ 3 (mod 9), 3 � b ��� b2 �≡ a+ 1 (mod 27)�



����� ������������� ��

����������� ����� ��� t �� �� ������� ���� t �≡ 0 (mod 3)� ���� ��� �����

������ �� ��� ��������� ���� Q(
�
3t(3888t2 + 108t+ 1)) �� ��������� �� 3�

������ ��� �� ������� t ���� t �≡ 0 (mod 3)� ��� F = Q(
�
3t(3888t2 + 108t+ 1))�

�� ���� ����� ���� F �� ������ � ��������� ����� ��� ����� �� ���� �� �����

���� 3t(3888t2 + 108t + 1) �� ��� � ������� ������� �� ��������� ������� ����

3t(3888t2 + 108t + 1) = m2 ��� ���� ������� m� ���� 3 | m ��� ����� 9 | m2�

������������� 3 | t(3888t2 + 108t + 1)� ����� gcd(3, 3888t2 + 108t + 1) = 1� ��

��� 3 | t� ����� ����������� ��� ���������� ���� t �≡ 0 (mod 3)� ���� F �� �

��������� �����

���� �� �������� ��� ���������� f(X) = X3 − 3 · (108t+ 1)X − 2 ∈ Z[X]�

������ f �� ����������� ���� Q�

�� f �� ��������� ���� Q� ���� �� ���� ���� � ������ ������ ��� ����� � ��������

����� ���
a

b
���� gcd(a, b) = 1� ���� ��� �������� f(a

b
) = 0� �� ���

a3 − 3 · (108t+ 1)ab2 − 2b3 = 0. �����

���� �������� ��������� �� ��� a | 2b3 ��� b | a3� ����� gcd(a, b) = 1� �� ����

b = ±1 ��� a = ±1,±2� ����������
a

b
= ±1,±2�

���� ��
a

b
= 1� ���� f(1) = 0 ������� 3 · (108t+1) = −1� ����� �� ��� ��������

��� ��� t ∈ Z�

���� ��
a

b
= −1� ���� f(−1) = 0 ������� 3 · (108t + 1) = 3� ����� �� �����

������� ���� t = 0� ����� �� ���������� ����� t �≡ 0 (mod 3)�

���� ��
a

b
= 2� ���� f(2) = 0 ������� 6 · (108t+ 1) = 6� ����� �� ����� �������

���� t = 0� ����� �� ���������� ����� t �≡ 0 (mod 3)�

���� ��
a

b
= −2� ���� f(−2) = 0 ������� 6 ·(108t+1) = 10 ����� �� ����������

��� ��� t ∈ Z�

���������� f �� �� ����������� ���������� ���� Q ��� ���� ������ ��� ������



�� ����� �������������

��� E �� ��� ��������� ���� �� f ���� Q� ���� �� ��� ����

D(f) = −4 · [−3 · (108t+ 1)]3 − 27 · (−2)2 = 22 · 35 · t · (3888t2 + 108t+ 1).

��� α �� � ���� �� f ��� ��� K = Q(α)� ���� K �� � ����� ��������� �� Q�

����� ��� p �� � ����� ������� ���� �� ����� ����������� �� ��� ���� p �� ��� �������

������� �� F � ����� �� ����� ����������� �� ������� ���� ����� �������� ����� �����

�� F �� ��������� �� E� ����� �� ����� ����������� �� ��� ��� ������� ������ ��

F ��� ���� ��������� �� E� ���������� E �� �� ��������� ��������� �� F ��

������ 3� ���� �� ����������� ����������� �� ��� 3 ������� ��� ����� ������ �� F � ��

����� ������ ��� ����� ������ �� ��� ��������� ���� Q(
�
3t(3888t2 + 108t+ 1))

�� ��������� �� 3� �

�� ��� ���� ������������ �� ������� ������� ������ �� ��������� ���������

����� ���� ����� ������ ��������� �� 3�

����������� ����� ��� t ≥ 1 �� �� �������� ���� ��� ����� ������ �� ���

��������� ��������� ���� Q(
√
1− 2916t3) �� ��������� �� 3�

������ �� ���� ����� ���� F = Q(
√
1− 2916t3) �� ������ � ��������� ����� ���

����� �� ���� �� ����� 1− 2916t3 �� ��� � ������� ������� �� 1− 2916t3 = −m2

��� ���� ������� m� ���� �� ���� m2 ≡ −1 (mod 3)� ����� �� � �������������

�� ��� ���� ���� ��� ������ �� ��������� �� ������ 0 �� 1 (mod 3)� ����� F �� �

��������� �����

�������� ��� ���������� f(X) = X3 − 27tX − 1 ∈ Z[X ]� �� f �� ���������

���� Q� ���� �� ���� ���� � ������ ������ ��� ����� � �������� ����� ���
a

b
����

gcd(a, b) = 1� ���� f(a
b
) = 0 ������� ����

a3 − 27tab2 − b3 = 0. �����



����� ����� �� ������� ���������� ��

���� �������� ��������� �� ���� a | b3 ��� b | a3� ����� gcd(a, b) = 1� ��

�������� ����
a

b
= ±1�

���� ��
a

b
= 1� ���� f(1) = 0 ������� 27t = 0 ����� �� ���������� ����� t ≥ 1�

���� ��
a

b
= −1� ���� f(−1) = 0 ������� 27t = 2 ����� �� ���� ���������� ���

��� �������� ������� t�

����� f �� �� ����������� ���������� ���� Q�

���� �� �������� ��� ������������ D(f) = −4 · (−27t)3 − 27(−1)2 = 27 ·

(2916t3−1)� ���������� Q(
�

D(f)) = Q(
�

3 · (2916t3 − 1))� ����� gcd(3, 2916t3−

1) = 1� ��� ������� 3 · (2916t3 − 1) �� ��� � ������� ������ ��� �������������

Q(
�

D(f)) �� � ��������� �����

��� α �� � ���� �� f ��� ��� K = Q(α)� ��� E �� ��� ��������� ���� ��

f ���� Q� ���� �� ����� ���������� ��� ����� ����������� �� ��� E �� � ����� ���

��������� ��������� �� ��� ���� ��������� ���� Q(
�
3 · (2916t3 − 1))� ���� ��

����������� ����������� �� ������� ���� 3 ������� ��� ����� ������ �� ��� ���� ���������

���� Q(
�
3 · (2916t3 − 1))� �� ����� ������� ����������� �� �������� ���� ��� �����

������ �� ��� ��������� ��������� ����

F = Q(
�

−3 · 3 · (2916t3 − 1)) = Q(
√
1− 2916t3)

�� ��������� �� 3� �

��� ����� �� ������� ����������

��� k ≥ 1 �� � ��������� ������� ���� ���� k ≡ 1 (mod 9) ��� gcd(k, 7 ·571) = 1�

��� �� ������� t ≥ 1� �� �������� ��� ����������

ft(X) = X3 − 27tX − k ∈ Z[X].



�� ����� ����� �� ������� ����������

�� ��� ���� ������� t� ��� ���������� ft �� ��������� ���� Q� ���� �� ���� ���� �

������ ������ ��� ����� � �������� ����� ���
a

b
���� gcd(a, b) = 1� ����� ft(ab ) = 0�

�� ���

a3 − 27tab2 − kb3 = 0. �����

���� ��������� �� ����������� ��� ���� a | kb3 ��� b | a3� ����� gcd(a, b) = 1�

�� ��� ���� b = ±1 ��� a | k� ����������
a

b
�� �� ������� ��� �� � ������� �� k�

����
a

b
��� �� ���� ������� ���� ������� ��� ���� ft �� ��������� ���� Q ���

�� ���� ������� ���� ������ �� t ∈ N� ��� t0 ∈ Z �� �� ������� ���� ���� ft ��

����������� ��� ��� �������� t > |t0|�

����� �� �������� ��� ������������ D(ft) = 27 · (2916t3 − k2) �� ft� �� ����

���� D(ft) �� � ���������� �� t ��� ����� k �= 0� �� �������� ���� D(ft) ���

�������� ����� �� Q� ���������� �� ����� ����������� �� ��� ���� D(ft) �� � �������

������ ��� ���� ������� ���� �������� t� ��� t�0 ∈ Z �� ���� ���� D(ft) �� ��� �

������� ������ ��� ��� �������� t > |t�0|� �� ��� T = max{|t0|, |t�0|}+ 1�

���� �� �������� ��� ��������� ������������ ������������





x ≡ 2 (mod 9);

x ≡ 1 (mod k).
�����

�� ��� ����������� �� ���� k ≡ 1 (mod 9) ��� ����� gcd(k, 9) = 1� ������

����� �� ��� ������� ��������� �������� ����� ������ � ������ �������� x0 (mod 9k)

�� ��� ������������ ���������� ���������

���

M = {n ∈ Z : n ≡ x0 (mod 9k) ��� n > max{T, k}}.

��� n ∈ M� �� ����

27 · n · (3888n2 + 108n+ 1) ≡ 33 · 7 · 571 �≡ 0 (mod k). �����



����� ����� �� ������� ���������� ��

���� ��� n ∈ M� ��� tn = n ·(3888n2+108n+1)� �� �������� ��� ����������

ftn(X) = X3 − 27 · n · (3888n2 + 108n + 1)X − k ∈ Z[X]� ����� tn > T � ��

���� ���� ftn �� ����������� ���� Q ��� ��� ������������ D(ftn) �� ��� � �������

������� ���� ����� ��������� ����� ����������� ����� ���������� ��� ����� ����������� ��

�������� ���� ��� ��������� ���� E �� ftn ���� Q �� �� ��������� ���������

���� Q(
�

D(ftn))� ���� �� ����������� ����������� �� ������� ���� 3 ������� ��� �����

������ �� Q(
�
D(ftn))�

�� ���� ����� Q(
�

D(ftn)) = Q(
�
27 · (2916t3n − k2)) = Q(

�
3 · (2916t3n − k2))

�� � ���� ��������� ����� ������������� ����� ������� ����������� �� ��� 3 �������

��� ����� ������ �� ��� ��������� ��������� ���� Q(
�

−3 · 3 · (2916t3n − k2)) =

Q(
�

k2 − 2916t3n)�

����� �� ����������� ����������� �� ��� ���� ��� ����� ������ �� ��� ���� ���������

���� Q(
√
3tn) �� ��������� �� 3� ����� ���� ������� ����������� �� ������ ����

3 ������� ��� ����� ������ �� ��� ��������� ��������� ���� Q(
√−3 · 3tn) =

Q(
√−tn)� ����� ��� ���� ���� Q(

�
−2916t3n) = Q(

√−tn) ��� ����������� �����������

�� �������� ���� 3 ������� ��� ����� ������� ��Q(
�
−2916t3n)� Q(

�
−2916t3n + 1)

��� Q(
�
−2916t3n + k2)�

�������� �� ���� ���� �� ����� ����

Q = {Q(
√
−tn) : n ∈ M} �����

�� �������� �� ��� ��� �������� �������� ����� ��� ����������� �� ������ ��

��������� ������

�� ��������� ������� ���� Q �� � ����� ���� ��� D �� ��� ������� �� ���

������������� �� ��� ��������� ����� �� ��� ����� ��� Q� ���������� � �����

������ � �� ������� �� ���� Q(
√−tn) ∈ Q �� ��� ���� �� � | D� �� �����������

������� ��� ������ �� ���������� ������������� ����� ����� ��������� ���� �����



�� ����� ����� �� ������� ����������

������� p ≡ x0 (mod 9k)� ���� ��� ����� ��� ��������� ���� ������ �� M�

�� ������ � ����� ������ q ∈ M ���� ���� q � D� ���� q �� ��������� ��

Q(
√−tn) ��� ����� n ∈ M� ����� ����������� ��� ���� ���� q �� ������� ��

Q(
�

−q · (3888q2 + 108q + 1)) = Q(
√−tq) ∈ Q� ����� ��� ������ Q �� ��������

���� ��������� ��� ����� �� ������� ����������� �



CHAPTER3
������������ �� ��������� ��������

��� ������������ ����� �����������

����� ������ �������

��� �� ��� ����� ������ p ≥ 3� �� �������� ��� ��������� �������� ���

������������ ������ p �� {1, 2, . . . , p − 1} ���� ��� ��������� �� 2� 3 ��� 4� ��

����� ����� ������������ ����� ����������� ����� ������ ������� ��� ��� ���������

��������� ���� Q(
√−p)�

��� ������������ ��� ����� �������

��� �� �� �� ��� ����� ������ p� �� ����� ���� ��� ��������� �� � ���������

������� ������ p�

��������� ����� ������ �� ������� a ∈ {1, . . . , p − 1} �� ���� �� �� � ���������

��



�� ����� ������������ ��� ����� �������

������� (mod p) �� ����� �� �� ������� b ���� ����

b2 ≡ a (mod p).

�� ����� ������ �� ������� a ���� p � a �� � ��������� ������� (mod p) �� ���

���� �� ��� ���������� f(X) = X2 − a ��� � ���� �� ��� ���� Z/pZ� �� a �� ��� �

��������� ������� (mod p)� ���� �� �� ������ � ��������� ������������ ����� ��

��������� ��� �������� ������ �� ��������

��������� ����� ������ ��� a �� �� �������� ���� ��� �������� ������

�
·
p

�
��

������ �� ��� ����������

�
a

p

�
=





1, �� a �� � ��������� ������� (mod p),

−1, �� a �� � ��������� ����������� (mod p),

0, �� p | a.

��� �� ������� m� �� ������ �� m ��� ������� �� m (mod p)� ��� ����

����������� �������� ���� ����� ���������� �� ��� �������� �������

����������� ����� ������ ��� �������� a ��� b� ��� ��������� ���������� �����

��� �� a ≡ b (mod p)� ����

�
a

p

�
=

�
b

p

�
�

���� a
p−1
2 ≡

�
a

p

�
(mod p)�

�����

�
ab

p

�
=

�
a

p

��
b

p

�
�

������ (i) ������� a ≡ b (mod p)� �� p | a� ���� ���� p | b ��� �� ���� ����� ��

����

�
a

p

�
= 0 =

�
b

p

�
�

���� �� ������ ���� p � ab� �� a ≡ c2 (mod p) ��� ���� ������� c� ����

b ≡ a ≡ c2 (mod p) ��� �����

�
a

p

�
= 1 =

�
b

p

�
�



����� ������������ ��� ����� ������� ��

�������� �� a �� � ��������� ����������� (mod p)� ���� a �≡ c2 (mod p) ���

��� ������� c� ����� a ≡ b (mod p)� �� ���� b �≡ c2 (mod p) ��� ��� ������� c�

����������

�
a

p

�
= −1 =

�
b

p

�
�

(ii) �� p | a� ���� a
p−1
2 ≡ 0 ≡

�
a

p

�
(mod p)�

�� ������ ���� p � a� ��

�
a

p

�
= 1� ���� a ≡ c2 (mod p) ��� ���� ������� c

��� ����� a
p−1
2 ≡ (c2)

p−1
2 ≡ cp−1 ≡ 1 (mod p)�

���� ������� ����

�
a

p

�
= −1� ��� g �� � ��������� �� ��� ������ �����

(Z/pZ)∗� ���� ��� gp−1 ≡ 1 (mod p) ��� gm �≡ 1 (mod p) ��� ��� �������

m < p − 1� ����� p � a� �� ���� a ∈ (Z/pZ)∗ ��� a ≡ gk (mod p) ��� ����

������� k� ����� a �� � ��������� ����������� (mod p)� ��� ������� k �� ����

����� gp−1 ≡ 1 (mod p)� �� ���

gp−1 − 1 ≡
�
g

p−1
2 − 1

��
g

p−1
2 + 1

�
≡ 0 (mod p).

����� g ��������� (Z/pZ)∗� �� �������� ���� g
p−1
2 − 1 �≡ 0 (mod p) ��� �����

g
p−1
2 + 1 ≡ 0 (mod p)� ������������� �� ���

a
p−1
2 ≡ gk·(

p−1
2 ) ≡ (−1)k ≡ −1 (mod p).

���� �� ��� ��� ����� ������ �� ��� a
p−1
2 ≡

�
a

p

�
(mod p)�

(iii) ����� a
p−1
2 ≡

�
a

p

�
(mod p) ��� ��� ������� a� �� ���

�
ab

p

�
≡ (ab)

p−1
2 ≡ a

p−1
2 · b p−1

2 ≡
�
a

p

�
·
�
b

p

�
(mod p). �����

����� ��� ��� ������� n� �� ����

�
n

p

�
= 0 �� 1 �� − 1� �� �������� ���� ��������



�� ����� ������������ ��� ����� �������

����

�
ab

p

�
=

�
a

p

�
·
�
b

p

�
� ���� ��������� ��� ����� �� ��� ������������ �

������ ����� ���� ����� �� ����������� ����������� �� ������� ���� ��� ���

�
·
p

�
:

(Z/pZ)∗ → C∗ ������ � ����� �������������

����� �� ����� ��� ������ ������ ��� ��� ��������� ������� ���� ��� ����

������������ �� ��� �������� ������ �� ��������

��������� ����� ������ ��� a ∈ Z ��� ��� Q �� � �������� ��� �������� ��� Q =
t�

j=1

q
ej
j �� ��� ����� ������������� �� Q� ���� ��� ������ ������ �� ������ ��

�
a

Q

�
=

t�

j=1

�
a

qj

�ej

.

��������� ����� ������ ��� a ∈ Z ��� ��� n = 2mn1 �� �� ������� ���� n1 ����

���� ��� ��������� ������ �� ������ �� ��������

�
a

2

�
=





0, �� 2 | a,

1, �� a ≡ ±1 (mod 8),

−1, �� a ≡ ±3 (mod 8).

�
a

−1

�
=





−1, �� a < 0,

1, �� a > 0.

��� �
a

n

�
=

�
a

2

�m

·
�

a

n1

�
.

��� ���� ����������� �������� ��� ������ �� ��������� �������� (mod p)�

����������� ����� ������ ��� p �� �� ��� ����� ������� ���� ����� ��� �������
p− 1

2
��������� �������� (mod p)�



����� ������������ ��� ����� ������� ��

������ ��� g �� � ��������� ���� (mod p)� ���� ��� g �� � ��������� �� ��� ������

����� (Z/pZ)∗� ���� ��� p−1
2

�������� g2, g4, . . . , gp−1 ��� ������� ���������

�������� (mod p)� �� ����������� ����������� �� ������� a ∈ {1, . . . , p − 1} �� �

��������� ������� (mod p) �� ��� ���� �� a �� � ���� �� ��� ���������� f(X) =

X
p−1
2 − 1 ∈ Z/pZ[X]� ����� Z/pZ �� � ����� ��� ���������� f ��� ���� �� ����

p−1
2

����� �� Z/pZ� ��� �������� g2, g4, . . . , gp−1 ��� �������� ����� �� f ���

����� f ��� ��������� p−1
2

����� (mod p)� ���� ����� ��� ������� p−1
2

���������

�������� (mod p)� �

������ ������� ��� ��� �� ��������� ������������ ��� �� ������������ ��� �����

������� p ��� ����� −1 ��� 2 ��� ��������� ���������

����������� ����� ������ ��� ������� −1 �� � ��������� ������� (mod p) �� ���

���� �� p ≡ 1 (mod 4)�

������ ������� ���� −1 �� � ��������� ������� (mod p)� ���� ����� ������ ��

������� b ���� ���� b2 ≡ −1 (mod p)� ���������� b4 ≡ 1 (mod p) ��� ����� ���

������� b ∈ (Z/pZ)∗ ��� ����� 4� ���� 4 ������� ��� ����� �� ��� ����� (Z/pZ)∗�

���� ��� p ≡ 1 (mod 4)�

����������� ������ ���� p ≡ 1 (mod 4)� ���� (Z/pZ)∗ �� � ������ �����

�� ����� p − 1 ����� �� ��������� �� 4� ������������� ����� ������ �� �������

b ∈ (Z/pZ)∗ �� ����� 4� ���������� b4 ≡ 1 (mod 4) ��� b2 �≡ 1 (mod 4)� ����

��� b2 ≡ −1 (mod 4)� ����� −1 �� � ��������� ������� (mod p)� �

����������� ����� ������ ��� ������� 2 �� � ��������� ������� (mod p) �� ���

���� �� p ≡ 1 �� 7 (mod 8)�

������ ��� i ����� ���
√
−1� ���� ��� �� ��� ����� ������ p� �� ����

(1 + i)p =

p�

r=0

�
p

r

�
ir.



�� ����� ������������ ��� ����� �������

����� p |
�
p
r

�
��� ��� r ∈ {1, . . . , p− 1}� �� ��� (1 + i)p ≡ 1 + ip (mod pZ[i])� ��

��� ����� ����� �� ����

(1 + i)p = (1 + i) · (1 + i)p−1

= (1 + i) · (2i) p−1
2

= i
p−1
2 · (1 + i) · 2 p−1

2 .

���������� �� ���

i
p−1
2 · (1 + i) · 2 p−1

2 ≡ 1 + ip (mod pZ[i]). �����

���� �� p ≡ 1 (mod 8)�

���� ip = i ��� i
p−1
2 = 1� ���������� ���� ��� �������� ��������� �� ���

1 + i ≡ (1 + i) · 2 p−1
2 (mod pZ[i]). �����

����� p �� �� ��� ����� ������� �� ���� gcd(p, 1+ i) = 1 �� ��� ���� Z[i]� �����

�������� �������� ������� 2
p−1
2 ≡ 1 (mod pZ[i])� ���������� ����� ����� �������� a

��� b ���� ����

2
p−1
2 − 1 = p(a+ bi).

���� ��� 2
p−1
2 − 1− pa− bi = 0� ����� {1, i} �� � Q��������� ����������� ���� ��

�������� ���� 2
p−1
2 − 1 = pa ��� b = 0� ����� 2

p−1
2 ≡ 1 (mod p) ��� ����� (ii)

�� ����������� ����������� �� �������� ����

�
2

p

�
= 1�

���� �� p ≡ 7 (mod 8)�

���� ip = −i ��� i
p−1
2 = −i� ���� �������� �������� �������

1− i ≡ −i · (1 + i) · 2 p−1
2 ≡ (1− i) · 2 p−1

2 (mod pZ[i]). �����



����� ������������ ��� ����� ������� ��

����� p �� �� ��� ����� ������� �� ���� gcd(p, 1−i) = 1 �� Z[i]� ����� ��������

�������� ������� 2
p−1
2 ≡ 1 (mod pZ[i])� ����� 2

p−1
2 ≡ 1 (mod p) ��� ����� (ii) ��

����������� ����������� �� �������� ����

�
2

p

�
= 1�

���� �� p ≡ 3 (mod 8)�

���� ip = −i ��� i
p−1
2 = i� ���� �������� �������� �������

1− i ≡ i · (1 + i) · 2 p−1
2 (mod pZ[i]). �����

������� 1− i �� −i(1+ i) ��� ���� ��������� �� ��� 2
p−1
2 ≡ −1 (mod pZ[i])� �����

�������� �������� ������� 2
p−1
2 ≡ −1 (mod p)� ����� ����� (ii) �� �����������

����������� �� �������� ����

�
2

p

�
= −1�

���� �� p ≡ 5 (mod 8)�

���� ip = i ��� i
p−1
2 = −1� ���� �������� �������� �������

1 + i ≡ −1 · (1 + i) · 2 p−1
2 (mod pZ[i])

��� ����� 2
p−1
2 ≡ −1 (mod p)� ����� ����� (ii) �� ����������� ����������� �� ����

����� ����

�
2

p

�
= −1� �

���� �� ����� ��� �� ��� ���� ���������� �������� �� ������ ������� �������

��� ��� �� ��������� ������������ ���� �������� � �������� ������� ��� ��������

�������

�
p

q

�
���

�
q

p

�
��� ��� �������� ��� ����� ������� p ��� q� ���

������� ��������� �� �� ��������

������� ����� ���������� ������������ ������ ��� p ��� q �� ��� �������� ���

����� �������� ���� ��� ��������� ������

�
p

q

�
·
�
q

p

�
= (−1)

p−1
2

· q−1
2 .



�� ����� ���������� ��� �������

��� ���������� ��� �������

���� ����������� ����������� �� ������� ����

p−1�

a=1

�
a

p

�
= 0. �����

�� ����� ������ ��� ������ �� ��������� �������� �� {1, . . . , p−1} �� ���� �� ���

������ �� ��������� ������������� �������� �������� ��������� ������ ��������� ��

�������� ��� ������������ �� �������� ��� ������������ ���� �������� ������������

�� [1, p− 1]� �� ���� � ��� ������� ����� ���� ��������� �� ��� ����������

����������� ����� ���� ��� p �� � ����� ������ ���� p ≡ 1 (mod 4)� ����

p−1
2�

a=1

�
a

p

�
= 0.

������ ����� p ≡ 1 (mod 4)� �� ����������� ����������� �� ��� ���� −1 �� � ������

(mod p)� ���� ��� −1 ≡ b2 (mod p) ��� ���� ������� b� ���������� ��� �� �������

a� ����� ����������� ����������� �� ���

�
a

p

�
=

�
b2a

p

�
=

�
−a

p

�
. �����

����� �������� �������� ��� �������� �������� �������� �����

0 =

p−1�

a=1

�
a

p

�
= 2 ·

p−1
2�

a=1

�
a

p

�
.

�����

p−1
2�

a=1

�
a

p

�
= 0 ��� ���� ��������� ��� ����� �� ��� ������������ �

����������� ����� ���� ��� p �� � ����� ������ ���� p ≡ 3 (mod 4)� ��� q ��

�� ������� ���� ���� gcd(p, q) = 1�



����� ���������� ��� ������� ��

��� ��

�
q

p

�
= 1 � ����

[ q
2
]�

m=1

�

(2m−1)p
2q

<n<mp
q

�
n

p

�
= 0.

���� ��

�
q

p

�
= −1 � ����

[ q−1
2

]�

m=0

�

mp
q

<n<
(2m+1)p

2q

�
n

p

�
= 0.

�� �� ����������� �� ����������� ����������� �� ������ ������� ������� �� ��������

���� ���������� �� ��������

����������� ����� ���� ��� p �� �� ��� ����� �������

��� �� p ≡ 3 (mod 8)� ����
�

0<n< p
4

�
n

p

�
= 0�

���� �� p ≡ 7 (mod 8)� ����
�

p
4
<n< p

2

�
n

p

�
= 0�

����� �� p ≡ 11 (mod 12)� ����
�

p
6
<n< p

3

�
n

p

�
= 0�

������ (i) ����� p ≡ 3 (mod 8)� �� ����������� ����������� �� ����

�
2

p

�
= −1�

���������� �� (ii) �� ����������� ����������� �� ����
�

0<n< p
4

�
n

p

�
= 0�

(ii) ����� p ≡ 7 (mod 8)� �� ����������� ����������� �� ����

�
2

p

�
= 1� ����������

�� (i) �� ����������� ����������� �� ����
�

p
4
<n< p

2

�
n

p

�
= 0�



�� ����� ���������� ��� �������

(iii) ����� p ≡ 11 (mod 12)� �� ���� p ≡ 2 (mod 3) ��� p ≡ 3 (mod 4)�

���������� �� ������� ����������� �� ���

�
3

p

�
=

�
p

3

�
· (−1)

p−1
2 = −

�
p

3

�
= −

�
2

3

�
= 1.

���� ��� q = 3 �� ����������� ����������� �� ������
�

p
6
<n< p

3

�
n

p

�
= 0� �

����������� ���������� ����� ���� ��� ������ �� ���� ���������� ���������� ����

���������� ��� ������ �� ��������� �������� ��� ������������ ��� ����� �� �������

������������� �� [1, p − 1]� ���� �� �������� ������� ���������� ������������ ��

[1, p− 1] ��� ��� ��� ��������� ������� ���������

�������� ����� ��� p �� �� ��� ����� ������ ��� ��� k �� �� ������� ����

1 ≤ k ≤ p− 1� ���

Sk = {a ∈ {1, 2, . . . , p− 1} : a ≡ 0 (mod k)}.

���� ��� ���� ��������� �������� �������������� ������������� ������ �� Sk�

�� ��� ����������� ����� ��� ���� ������� ���������� �������� ���������� ���� �������

������ ��� �������� ������ �� ������� �������� �� �� ���� ��������� �� ��������

��� Q(p,Sk) �������������� N(p,Sk)� ����� ��� ��� ������ �� ��������� ��������

�������������� ��������� ������������� (mod p) �� ��� ��� Sk� �� � ����������

�������� ����� �������� ���������� �� �������� ������ ������� �� ����� ��� ����

������ ������� ��� Q(p,Sk) �

Q(p,Sk) =
p− 1

2k
+O(

√
p log p). �����

����� �������� ����������� �� ������ ��������� ������� Q(p,Sk) > N(p,Sk)

�� Q(p,Sk) < N(p,Sk) ��� ���� ������ p� �� ������ ���� �������� ��� k = 2, 3



����� ���������� �� ���� �������� ��

��� 4 ����� ����������� ����� ������ ������� ��� ��� ��������� ��������� ����

Q(
√−p)�

��� ���������� �� ���� ��������

������� ����� ���� ��� p �� �� ��� ����� ������� �� p ≡ 3 (mod 4)� ���� ���

��� � ���� 0 < � < 1
2
� �� ����

Q(p,S2)−
p− 1

4
�� p

1
2
−�.

�� p ≡ 1 (mod 4)� ���� �� ����

Q(p,S2) =
p− 1

4
.

��������� ����� ���� ��� p �� �� ��� ����� ������ ��� ��� O �� ��� ��� �� ���

��� �������� �� [1, p − 1]� �� R = N(p,S2) �� R = Q(p,O)� ���� ��� ��� � ����

0 < � < 1
2
� �� ����

p− 1

4
−R �� p

1
2
−�, �� p ≡ 3 (mod 4).

�� p ≡ 1 (mod 4)� ���� �� ����

R =
p− 1

4
.

������� ����� ���� ��� p �� �� ��� ����� ������� �� p ≡ 1 �� 11 (mod 12)�

���� ��� ��� � ���� 0 < � < 1
2
� �� ����

Q(p,S3)−
p− 1

6
�� p

1
2
−�.



�� ����� ���������� �� ���� ��������

��������� ����� ���� ��� p �� �� ��� ����� ������� �� p ≡ 1 �� 11 (mod 12)�

���� ��� ��� � ���� 0 < � < 1
2
� �� ����

p− 1

6
−N(p,S3) �� p

1
2
−�.

������� ����� ���� ��� p �� �� ��� ������ �� p ≡ 3 (mod 8)� ���� �� ����

Q(p,S4) =
1

2

�
p− 1

4

�
.

����� ��� ��� 0 < � < 1
2
� �� ����

Q(p,S4)−
p− 1

8
�� p

1
2
−�, �� p ≡ 1 (mod 4),

���

Q(p,S4)−
1

2

�
p− 1

4

�
�� p

1
2
−�, �� p ≡ 7 (mod 8).

��������� ����� ���� ��� p �� �� ��� ����� ������� �� p ≡ 3 (mod 8)� ���� ��

����

N(p,S4) =
1

2

�
p− 1

4

�
.

����� ��� ��� 0 < � < 1
2
� �� ����

p− 1

8
−N(p,S4) �� p

1
2
−�, �� p ≡ 1 (mod 4),

���
1

2

�
p− 1

4

�
−N(p,S4) �� p

1
2
−�, �� p ≡ 7 (mod 8).

����� �������� ���������� ��� ����������� �� �������� ��� ����������

��������� ����� ���� ��� p �� �� ��� ����� ������ ���� p ≡ 3 (mod 8)� ����



����� ������������� ��

��� ��� � ���� 0 < � < 1
2
� �� ����

Q(p,S2\S4)−
1

2

�
p− 1

4

�
�� p

1
2
−�.

��� �������������

�� ����� ���� ��� ����� ���� ���������� ����������� L���������� ��� ����� ��

����� ��� ��������� ��������� �� ��������

��������� ����� ������ ��� q ≥ 2 �� �� �������� � ����� ������������ χ :

(Z/qZ)∗ → C∗ �� ������ � ��������� ��������� ������ q� ��� ������� q �� �����

������ ��� ������� �� ��� ��������� ����������

������ ����� �� χ �� ��� ������� ����� ������������� ���� �� �� ������ ���

��������� ��������� ��������� ������ q� �� ������ ��� ��������� ��������� �����

����� �� χ0� ����� � ��������� ��������� χ� �� ��� ����� �� �� �� � �������� ����

Z �� C ������ ��

χ(k) =





χ(k), �� gcd(k, q) = 1,

0, ����������

��������� ����� ������ ��� q ≥ 2 �� �� ������� ��� ��� χ �� � ��������� ���������

������ q� ���� ��� ��������� ������

L(s,χ) =
∞�

k=1

χ(k)

ks
, ��� s ∈ C

�� ������ ��� ��������� L��������� ���������� �� χ�

�� χ �� � ������������� ��������� ���������� ���� ��� ���������� ��������� L�

�������� L(s,χ) �� �������� �� ��� ���� ����� {s ∈ C : Re(s) > 0}� ��������� ���



�� ����� �������������

��� ������� ������� s ���� Re(s) > 1� ��� ��������� L��������� L(s,χ) ������

��� ����� ������� ���������

L(s,χ) =
�

p

�
1− χ(p)

ps

�−1

. �����

��� ��� ���� �� ��� ����������� �� ������ ���� ��� ��� ��������� ���������� χ ���

���������� ���� ��� χ2 = χ0�

��� � ����������� ��������� χ� �� ��������� �� �������� ���� L(s,χ) �= 0 ���

��� ������� ������� s ���� Re(s) > 1� �� ����������� L(s,χ) > 0 ��� ��� ����

������ s ���� s > 1� ����� L(s,χ) �� � ���������� �������� �� ��� ���� �����

{s ∈ C : Re(s) > 1}� �� ��� ���� L(1,χ) ≥ 0� �� �� � ���������� ������� ��

�������� ������ ������ ���� L(1,χ) �= 0� ���� �� ������ L(1,χ) > 0� ���

��������� ������� ��� �� ������ ��� ������ �������� � ����� ����� �� L(1,χ)

�� ����� �� ��� ������� �� ��� ��������� ����������

������� ����� ���� ������� ��� q ≥ 2 �� �� ������� ��� ��� χ �� � �����������

��������� ��������� ������ q� ���� ��� ���� � > 0� ����� ������ � ��������

C(�) > 0 ���� ����

L(1,χ) >
C(�)

q�
.

��� �� ��� ����� ������ p� ��� χp ����� ��� ��� �������� ������

�
·
p

�
� ��

����������� ����������� �� ������� ���� χp �� � ��������� ���������� �� ���� ����� �

��������� χ4 ��

χ4(k) =





(−1)(k−1)/2; �� k �� ���,

0; ���������.

�� ��� ���� ����� ��� ��������� ��������� χ4p �� ������� χ4p(k) = χ4(k) · χp(k)�

������ �� ����� ��� ��������� ��������� χ3p �� ������� χ3p(k) = χ3(k) · χp(k)�

�� ����������� ������� ���� ���� χ3p ��� χ4p ��� ������������ ���� ���������



����� ������������� ��

��������� �����������

���� �� ����� ��� ��������� ��������� ������ ����� ���� �� ��������� ����

�� ��� ����� �� ��� ���� ���������

����� ����� ���� ���� ���� ������� ��� ��� ��� �� ������� ��� p > 3 �� ��

��� ����� ������� ��� � ���� ������ � ≥ 1� �� �����

S(1, �) =
�

1≤m<�

χp(m). ������

���� ��� ��������� �����

��� ��� � ����� ������ p ���� p ≡ 3 (mod 4)� �� ����

S
�
1,

p

2

�
=

√
p

π
(2− χp(2))L(1,χp),

����� L(1,χp) �� ��� ��������� L���������� ����� �� ����

S
�
1,

p

3

�
=

√
p

2π
(3− χp(3))L(1,χp).

���� ��� � ����� ������ p ���� p ≡ 1 (mod 4)� �� ����

S
�
1,

p

3

�
=

√
3p

2π
L(1,χ3p);

����� �� ����

S
�
1,

p

4

�
=

√
p

π
L(1,χ4p).

������ ����� �� ����� ����� ����������� ��� ���� ���� �� �� ��� ��� �����������

����� ������ ������� ��� ��������� ��������� ����� ����� ������ ���� ��� ��

��������� ��������� ���� K ���� ������������ dK ��� ����� ������ hK� ��



�� ����� �������������

����

L(1,χ) =
2πhK

w ·
�
|dK |

,

����� w �� ��� ������ �� ����� �� ����� �� K ��� χ(·) =
�
dK
·

�
�� ��� ���������

�������

���� �� ����� ��� ������ ���������������� ���������� �� ��������

������� ����� ���� ��� p �� �� ��� ����� ������ ��� ��� χ �� � �������������

��������� ��������� ������ p� ����� ��� ��� �������� M ��� N ���� 0 ≤ M <

N ≤ p− 1� �� ���� �����
N�

m=M

χ(m)

����� ≤
√
p log p.

��� ���� ����� �������� ��� �������������� ��������� ��� ��������� ��������

��� �������������

����� ����� ���� ��� p �� �� ��� ����� ������ ��� ���

f(x) =
1

2

�
1 +

�
x

p

��
��� ��� x ∈ (Z/pZ)∗ ������

���

g(x) =
1

2

�
1−

�
x

p

��
��� ��� x ∈ (Z/pZ)∗ ������

����� �� ����

f(x) =





1; �� x �� � ��������� ������� (mod p),

0; ���������.

���

g(x) =





1; �� x �� � ��������� ���������� (mod p),

0; ���������.



����� ������������� ��

������ �� x �� � ��������� ������� (mod p)� ����

�
x

p

�
= 1 ��� ����� f(x) = 1�

���������� �� x �� � ��������� ����������� (mod p)� ����

�
x

p

�
= −1 ��� �����

f(x) = 0� ���������� f �� ������ � �������������� �������� ��� ��� ���������

�������� (mod p)� ���������� �� ��� ���� ���� g �� � �������������� �������� ���

��� ��������� ������������ (mod p)� �

���� �� ���� � ����� �� ��� ������� �������� �� ��� ��������� ������������

����������� ����� ���� ��� k ≥ 1 �� �� ������� ��� ��� p �� �� ��� �����

������� ��� Sk = kI� ����� I = {1, 2, . . . , [p−1
k
]}. ����

Q(p,Sk) =
1

2

�
p− 1

k

�
+

1

2

�
k

p

� [ p−1
k

]�

m=1

�
m

p

�
������

��� �����

Q(p,Sk) =
1

2

�
p− 1

k

�
+O(

√
p log p).

��������� ��� ���� ���������� ����� ��� N(p,Sk)�

������ �� ����� � �������� ψk �� �������

ψk(m) =





1; �� m ∈ Sk,

0; �� m �∈ Sk.

���� �� ����� ����������� �� ����

Q(p,Sk) =
�

m∈Sk

f(m) =

p−1�

m=1

ψk(m)f(m)

=
1

2

p−1�

m=1

ψk(m)

�
1 +

�
m

p

��

=
1

2

�
p− 1

k

�
+

1

2

�
k

p

� [ p−1
k

]�

m=1

�
m

p

�
.



�� ����� ����� �� ������� ����������

���� ������ ����������� �� ������� ����������� �� ����
[ p−1

k
]�

m=1

�
m

p

�
= O(

√
p log p)� ����

���������� ����� ����������� �� �������� ����

Q(p,Sk) =
1

2

�
p− 1

k

�
+O(

√
p log p).

���������� ������� ���� ��� �������������� �������� g ��� ��������� ������������

(mod p) �� ����� �� f � �� ��� ��� ���� ������� ��� N(p,Sk)� �

��� ����� �� ������� ����������

��� p �� � ����� ��� ������ �� ���� �� �������� ��� �������� Q(p,S2)� ������

����� �� ����������� �� ���

Q(p,S2) =
1

2

�
p− 1

2

�
+

1

2

�
2

p

� (p−1)/2�

n=1

�
n

p

�
. ������

���� �� p ≡ 1 (mod 4)�

���� �� ����� ����������� �� ����
(p−1)/2�

n=1

�
n

p

�
= 0 ��� ���������� �������� ����������

����� ���� ��

Q(p,S2) =
p− 1

4
,

����� �� �� ��������

���� �� p ≡ 3 (mod 8)�

�� ����� ���������� ��� �� ����������� �� ���

Q(p,S2) =
1

2

�
p− 1

2

�
+

√
p

π
(2− χp(2))L(1,χp).

����� p ≡ 3 (mod 8)� �� ����������� ����������� �� ����
�

2
p

�
= −1� ���������� ��



����� ����� �� ������� ���������� ��

������

Q(p,S2) =
1

2

�
p− 1

2

�
+ 3

√
p

π
L(1,χp).

��� � �� ��� ���� ������ ���� ���� 0 < � < 1
2
� ���� �� ������� ����������� �� ���

Q(p,S2)−
1

2

�
p− 1

2

�
= 3

√
p

π
L(1,χp) �� p

1
2
−�,

�� ���������

���� �� p ≡ 7 (mod 8)�

����� p ≡ 7 (mod 8)� �� ���� �� ����������� ���������� ����
�
2

p

�
= 1� ����������

�� ����� ���������� ��� �� ����������� �� ���

Q(p,S2) =
1

2

�
p− 1

2

�
+

√
p

π
L(1,χp).

��� � �� � ���� ������ ���� 0 < � < 1
2
� ���� �� ������� ����������� �� ���

Q(p,S2)−
1

2

�
p− 1

2

�
�� p

1
2
−�.

���� ��������� ��� ����� �� ��� �������� �

��� ����� �� ������� ����������

��� � ����� ����� ������ p� �� ���� �� �������� Q(p,S3)� �� �������� �����������

�� ���

Q(p,S3) =
1

2

�
p− 1

3

�
+

�
3

p

� (p−1)/3�

n=1

�
n

p

�
. ������

���� �� p ≡ 1 (mod 12)�



�� ����� ����� �� ������� ����������

�� ���� ����� �� ����
�
3

p

�
= 1� �� ���������� ��� �� ����� ����������� �� ���

Q(p,S3)−
1

2

�
p− 1

3

�
=

1

2

√
3p

2π
L(1,χ3χp)

≥
√
3p

4π

C(�)

(3p)�
�� p

1
2
−�,

��� ��� ����� 0 < � < 1
2
�� ������� �����������

���� �� p ≡ 11 (mod 12)�

�� ���� ����� �� �����
�
3

p

�
= 1� �� ���������� ��� �� ����� ����������� �� ���

Q(p,S3) =
1

2

�
p− 1

3

�
+

1

2

√
3p

2π
(3− χp(3))L(1,χp)

=
1

2

�
p− 1

3

�
+

1

2

√
3p

2π
(3− 1)L(1,χp)

=
1

2

�
p− 1

3

�
+

√
3p

2π
L(1,χp).

����� ��� ��� � ���� 0 < � < 1
2
� ����� ������� ����������� �� ���

Q(p,S3)−
1

2

�
p− 1

3

�
=

√
3p

2π
L(1,χp) �� p

1
2
−�.

���� ��������� ��� ����� �� ��� �������� �

��� ����� �� ������� ����������

��� p �� � ����� ��� ����� ������� �� ���� �� �������� Q(p,S4)� �����

�������� ����������� �� ���� ����

Q(p,S4) =
1

2

�
p− 1

4

�
+

1

2

�
4

p

� (p−1)/4�

m=1

�
m

p

�
=

1

2

�
p− 1

4

�
+

1

2

(p−1)/4�

m=1

�
m

p

�
.

������



����� ����� �� ������� ���������� ��

���� �� p ≡ 1 (mod 4)�

���� �� �������� ����� ���������� �� ����������� �� ���

Q(p,S4) =
1

2

�
p− 1

4

�
+

1

2

√
p

π
L(1,χ4χp).

����� ��� � ���� ������ � ���� 0 < � < 1
2
� �� ������� ����������� �� ���

Q(p,S4)−
p− 1

8
�� p

1
2
−�.

���� �� p ≡ 3 (mod 8)�

�� ���� ����� �� �������� (i) �� ����� ����������� �� ���

Q(p,S4) =
1

2

�
p− 1

4

�
.

���� �� p ≡ 7 (mod 8)�

�� ������� ���� �� (ii) �� ����� ����������� �� ����

�

p−1
4

<m< p−1
2

�
m

p

�
= 0.

���������� �� ��� ������� �������� ���������� �� ��������

Q(p,S4) =
1

2

�
p− 1

4

�
+

1

2

�

1≤m≤(p−1)/4

�
m

p

�
+

1

2

�

(p−1)/4≤m≤(p−1)/2

�
m

p

�

=
1

2

�
p− 1

4

�
+

1

2

p−1
2�

m=1

�
m

p

�
.

���� �� ����� ����� ����������� �� ���

Q(p,S4) =
1

2

�
p− 1

4

�
+

1

2

√
p

π
L(1,χp).



�� ����� ����� �� ������� ����������

����� ��� � ���� ������ � ���� 0 < � < 1
2
� ���� ������� ����������� �� ���

Q(p,S4)−
1

2

�
p− 1

4

�
� p

1
2
−�.

���� ��������� ��� ����� �� ��� �������� �



CHAPTER4
��������� ����� ����� �� �������

������������ �����

�� ���� �������� ��������� ������� �� ����� ��� ������ �� �� ��������� ����� ����� ��

� ������ ���� K ��� ����� ��� ��������� �� � ������������� ��������� ����� �����

�� � ������ ��������� �������� �� ������������ ������ ������ ��� ���� ������� ��

���� ������� ���� ���� ��������� �� �������

��� ������������

��� R �� �� �������� ������� � �������� φ : R \ {0} → N∪ {0} �� ���� �� �� ��

��������� �������� �� ��� ��� ��� �������� a ��� b �� R ���� b �= 0� ����� �����

q ��� r �� R ���� ����

a = bq + r, ���� ������ r = 0 �� φ(r) < φ(b).

��



�� ����� ������������

��������� ����� �� �������� ������ R �� ������ �� ��������� ������ �� �����

������ �� ��������� �������� �� R�

������� ����� ��� ���� Z �� � �������� ������� �� �� ��������� ������� �����

��� ����� �������� ����� | · | ����� ��� ���� �� �� ��������� ��������� ����� ���

���� Z[i] = {a + bi ∈ C : a, b ∈ Z} �� �� ��������� ������ ���� ������� �� ���

��������� �������� φ(a+ bi) = a2 + b2 = |a+ ib|�

����������� ����� ������ ��� R �� �� ��������� ������ ���� ������� �� �� ���

������� �������� φ� ���� R �� � ����

������ ��� I �� � �������� ����� �� R� ����� N �� ������������� ����� ������ b ∈ I

���� ���� φ(b) ≤ φ(b�) ��� ��� b� ∈ I� ��� a �� � �������� ������� �� I� �����

R �� �� ��������� ������ ���� ������� �� φ� ����� ����� q ��� r �� R ���� ����

a = bq + r� ��� �� r �= 0� ���� φ(r) = φ(a− bq) < φ(b)� ����� I �� �� ����� ���

a ��� b �� I� �� �������� ���� r = a − bq ∈ I� ���� ����������� ��� ���� ����

φ(b) ≤ φ(b�) ��� ��� b� ∈ I �� φ(r) < φ(b)� ������������� r = 0 ��� ���� a = bq�

����� a �� �� ��������� ������� �� I� �� �������� ���� I ⊆ �b�� ��� ���������

�b� ⊆ I �� ������� ������� b ∈ I� ����� I = �b�� ����� I �� �� ��������� ����� ��

R� �� �������� ���� ����� ����� �� R �� ��������� ��� ���� R �� � ���� �

������ ����� ������� ���� ��� � ������ ���� K� ��� ���� �� �������� OK ��

�� ��������� ������� ���� �� ����������� ����������� �� �������� ���� ��� �����

������ hK �� K �� 1�

��� K �� � ������ ���� �� ������ n ≥ 1 ��� ��� OK �� ��� ���� �� ���������

��� σ1, . . . , σn−1 ��� σn �� ��� ��� ���������� �� K ���� C� ���� ��� �� �������

α ∈ OK � �� ����� ��� ���� �� ��� ��������

N(α) =
n�

i=1

σi(α).



����� ������������ ��

�� �� ����� ���� ���� �� � �������������� ��������� ���� ��� N(αβ) = N(α) ·N(β)�

����������� ����� ������ ��� K �� � ������ ���� ��� ��� α ∈ OK� ���� N(α) ∈

Z�

������ �� α = 0� ���� N(α) = 0 ∈ Z� �� ������ ���� α �= 0 ∈ OK ��� ���

f(X) = Xd+ad−1X
d−1+. . .+a0 ∈ Z[X ] �� ��� ������� ���������� �� α ���� Q�

���� α �� �� ������ d ���� Q ��� ���������� d ������� n� ��������� f(σi(α)) = 0

��� ��� i ∈ {1, . . . , n}� ���� �� ����

N(α) =
n�

i=1

σi(α) = ((−1)da0)
n
d = (−1)na

n
d
0

����� �� �� �������� �

������ ����� �� ����������� ����������� �� ��� ���� N �� � ��� ���� OK �� Z�

����� K �� ��� ���� �� �������� �� OK� �� ��� ������ ��� ���� ��� ���� K ��

Q �� ��� ������� N

�
α

β

�
=

N(α)

N(β)
��� α ��� β ∈ OK ���� β �= 0�

������ ������ ��� ���� ���� �� �� ����������� �� ����������� ���� ��� ���� OK

�� �� ��������� ������ ���� ������� �� ��� �������� ����� �� ��� ���� ���� ���

��� ���� �� ������������ �� ������ |N(x)| �� ��(x) ��� ��� x ∈ K�

��������� ����� ������ � ������ ���� K �� ���� �� �� �������������� �� ���

���� �� �������� OK �� �� ��������� ������ ���� ������� �� ��� �������� Nm�

��� ��������� ����� ����������� ���� ������� �������� �� ���������� ��������� ��� K

�� �� ���������������

����������� ����� ��� K �� � ������ ���� ��� ��� OK �� ��� ���� �� ���������

���� K �� �������������� �� ��� ���� �� ��� ��� x ∈ K \ {0}� ����� ������

α ∈ OK ���� ���� Nm(x− α) < 1�



�� ����� ��������� ����� �����

������ ������� ���� K �� �������������� ��� ��� x �� � �������� ������� ��

K� ��� x =
a

b
���� a ��� b ∈ OK \ {0}� ����� K �� ��������������� ����� �����

q ��� r ∈ OK ���� ���� a = bq + r ��� ������ r = 0 �� Nm(r) < Nm(b)� ��

r = 0� ���� �� ���� x =
a

b
= q ∈ OK ��� ����� �� ��� ���� α = q �� ����

Nm(x− α) = 0 < 1� ����������

Nm(x− q) = Nm
�a
b
− q

�
= Nm

�
a− bq

b

�
= Nm

�r
b

�
=

Nm(r)

Nm(b)
< 1

��� ����� �� ��� ���� α = q�

����������� ������� ���� ��� ��� x ∈ K \ {0}� ����� ������ α ∈ OK ����

���� Nm(x − α) < 1� ��� a ��� b �� ��� �������� �������� �� OK � ����� ��

����������� ����� ����� q ∈ OK ���� ���� Nm
�
a
b
− q

�
< 1� �� ������� r = a− bq

��� ����� ��� ���������������� �� Nm� �� ������ a = bq + r ���� ������ r = 0 ��

Nm(r) < Nm(b)� �� ����� ������ K �� ��������������� �

��� ��������� ����� �����

�� ����� �� �� ������� ������ �������� ��� ������ �� � �������������� ������

���� �� ������� ����� Nm(OK) = 1� �� �������� 1 �� Nm(I) = N(I) ��� ������

��� �������������� ����� �� ��������

��������� ����� ������ ��� K �� � ������ ���� ��� ��� OK �� ��� ���� �� ���������

� �������� ����� I �� OK �� ���� �� �� �������������� �� ��� ��� x ∈ K \ {0}�

����� ������ α ∈ I ���� ���� Nm(x − α) < N(I)� ����� N(I) ������ ��� ���

����������� �� ��� ����� ��� OK/I�

������ ����� ���� ����� �� �� ���� I = OK� ���� ��������� ���������� ��� ����

������ ���������� ���������



����� ��������� ����� ����� ��

������� ������ ����������� ��������� ���������� ������� ��� ��� �������� ������ ���

������ ��� ������ �� �� ��������� ����� �� ��������

��������� ����� ������ ��� R �� � �������� ������� ��� I �� ��� ��� �� ���

���������� ������ ���������� R ��� ��� W �� � ������������ ���� � ���������� �����

C �� R �� ���� �� �� �� ��������� ����� �� ����� ������ � �������� ψ : I → W ����

���� ��� ��� J ∈ I ��� ��� x ∈ JC \ C� ����� ������ ���� y ∈ C ����������

ψ((x− y)−1JC) < ψ(J). �����

������ ����� ���� ����� �� �� ���� R = OK� C = I� ψ = Nm−1 ��� J ���

���������� ����� ���������� R� ���� JC = JI = K ��� �������� �������� �������

Nm(x− y) < Nm(I),

����� ������� ���� I �� � �������������� ������ ����� ��������� ���������� �� ������

� �������������� �� ��������� �����������

����������� ����� ������ ��� K �� � ������ ���� ��� ��� C �� � �������� �����

������ ����� �� K� �� C �� �� ��������� ������ ���� C � �� ���� �� ��������� �����

��� ��� C � �� ��� ����� ����� [C] �� ClK�

������ ����� C � ∈ [C]� ����� ������ δ ∈ K \ {0} ���� ���� C � = δ · C� ��� J

�� � ���������� ����� ���������� OK ��� ��� x� �� �� ������� �� JC � \ C �� ����

x� = δ · x ��� ���� x ∈ JC \ C� ����� C �� �� ��������� ������ ����� ������ �

�������� ψ : I → W ��� �� ������� y ∈ C ���������� ψ((x− y)−1JC) < ψ(J)�

����� C � = δ · C ��� y ∈ C� �� ���� y� = δ · y ∈ δ · C = C �� �����

ψ((x� − y�)−1JC �) = ψ((δ · x− δ · y)−1Jδ · C) = ψ((x− y)−1JC) < ψ(J).



�� ����� ��������� ����� �����

����� C � �� ���� �� ��������� ������ ����� C � �� �� ��������� ������� �� [C]� ��

�������� ���� ����� ���������� ����� �� ��� ����� ����� [C] �� ���������� �

����������� ���������� ������� �� �� ������������� ����� �� ��������� ����� �����

�� ��������

��������� ����� �� ����� ����� [C] �� ClK �� ���� �� �� �� ��������� �����

������ �� C �� �� ��������� ������

��� �� ��� ��������� ������������ �� ��� ��������� �� �� ��������� �����

����� �� � ������ ���� K �� ���� ClK �� � ������ ������ ���� ���������� �������

������ ������ ��� ��������� ��������

������� ����� ������ ��� K �� � ������ ���� ��� ��� C �� � �������� ����������

������ ������ ���� [C] �� �� ��������� ����� ������ ���� ��� ����� ����� ClK ��

������� ��������� [C] ��������� ClK�

�������� ��� �������� �� ������� ���������� �� ������ ������� ������� ������ ������

���� ���� ������ ��� ����� ����� �� ��� ��������� ���� Q(
√
−d) ��� d = 19�

23� 31� 35� 39� 43� 47 �� ������� �� ��� �� ��������� ����� ������ ���������� �� ��

������� �� ��� ��� ��� ������������� �� ��� ������ ����� ��� ����� ��� ��������

�� ������� ���������� ������ ������� ������ ������ ��� �������� �� ������� ���������� ���

� ����� ����� �� ������ ������ ����� ��� ���������� �� ��� �������� �������

���������� ������������ �� ����� ������ ������� ��� ������� �� ������ ������ ���

��� ��������� ���� ������� �� ��������

��� � ������ ���� K� �� �������� ��� ��������� ��������� ������

ζK(s) =
�

a⊆OK

1

N(a)s
,

����� ��� ��� ���� ���� ��� ��� ������ �� OK � ���� ζK(s) ������ �� ��������

�������� �� ��� ������ {s ∈ C : Re(s) > 1} ��� �� ������ ��� �������� ����



����� ������ ������������ ��

�������� �� K� �� ��� �� ������������ ��������� �� � ����������� �������� ����

� ������ ���� �� s = 1�

���������� ����� ��������� ������� ����������� ��� K �� � ������

���� ���� ��� ���������� �������� ���� �������� ζK� ��� s = σ + it ∈ C ����

σ > 0 �� ���� ���� ζK(s) = 0� ���� σ =
1

2
�

������� ����� ���������� ���� �������� ���� ������� ��� K �� � ������ ����

�� ������ n ≥ 1 ���� r1 ���� ��� r2 ����� �� ������� ����������� ���� ���

�������������� ����� O∗
K �� � ������� ��������� ������� ����� �� ���� r = r1 +

r2 − 1�

���� �� ����� ��� ������ �� ������� �� ��������

������� ����� ������ ��� K �� � ������ ���� ���� rank(O∗
K) ≥ 1� ����� ���

����� ����� ����� ClK �� ������ �� ��� ���� �� K ��� �� ��������� ����� ������

�������� ��� �� �����

�� ����� ������ ����� ���� ��� �������� �� ������� ���������� ����� ��� ���

������ ����� ����� ���� Q ��� ��� ��������� ��������� ������

��� ������ ������������

������������ ������� ������� �� ��������� ����� ����� ��� �� ������� �������� ��

������ ���������� �� ������� ������ ������ � ������ ������ ��� ������� ������

����� ������� ��� ���������� �� ���� ���� ���������� ��� ������ ��� ���������

��������

������� ����� ������ ��� K �� � ������ ���� ���� |O∗
K | = ∞ ��� ��� C �� �



�� ����� ������ ������������

�������� ����� �� OK� ������� ���� ��� ����� ����� [C] ��������� ClK ���

|{����� ����� ℘ ⊂ OK : N(℘) ≤ x, [℘] = [C], π℘ �� ���� }| � x

(log x)2
,

����� π℘ : O∗
K → (OK/℘)

∗ �� ��� ��������� ���� ���� [C] �� �� ��������� �����

������

����� ������� ����������� ������ ��� ����� ������ ��������������� ������ ���

�������� �� ������� ���������� ��� � ����� ������ �� ������ ������

������� ����� ������ ��� K �� � ������ ���� ���� K/Q ������ ��� ClK �������

��� H(K) �� ��� ������� ����� ���� �� K� ������ ���� H(K) �� ������ ���� Q

���� ��� ������ ����� Gal(H(K)/Q) �������� �� ���� (O∗
K) ≥ 4� ����

ClK = �[C]� �� ��� ���� �� [C] �� �� ��������� ����� ����� .

�� ������� ���� ��� �� ��� ���� ������� ���������� �� ������� ���������� ��

rank(O∗
K) ≥ 4� �� ������� ������ ���� ��� ���� ������� �� � ������ ���� K ����

rank(O∗
K) = 3 ���� ���� K ��� � ������������� ��������� ����� ������

������� ����� ������ ��� ������ ���� Q(
√
2,
√
35) ��� � ������������� ���

������� ����� ������

������ ��� ������ �������� � ������ �� ������� ������ ������ ���� ������ �

������������� ��������� ����� ������ ���� ���������� ��� ������ ��� ���������

���������

������� ����� ������ ��� q, k ��� r ≥ 29 �� �������� ����� ������� ���� q ≡

k ≡ r ≡ 1 (mod 4)� ��� K = Q(
√
q,
√
kr) ��� ������ ���� hK = 2� ���� K

��� � ������������� ��������� ����� ������



����� ���������� �� ��� ���� �������� ��

������� ����� ������ ��� q, k ≥ 17 �� �������� ����� ������� ���� q ≡ k ≡ 1

(mod 4)� ��� b > 0 �� �� ������� ���� ���� b ≡ 0 (mod 4) ��� k − b2 > 0 �� �

������� ������� �������� ��� ������ ���� K = Q
��

q(k + b
√
k)

�
� �� hK = 2�

���� K ��� � ������������� ��������� ����� ������

������ ����� hK = 2 �� ���������� �� ��� ���� ���� ClK � Z/2Z� �� �����

������ ClK �� ������� ���� ������� ���������� ��� ������� ���������� ����������� ���

����� ��� �������� �� ������� ���������� ��� � ������� ������ �� ������� ������ ��

������� ��� ���� ����������� ���� ��� �������� ���������� �� ������� ���������� ���

������� ���������� ��� ���� ��������

��� ���������� �� ��� ���� ��������

��� ������� ������ ��� ������ �� ������ ����� ���������� �� ������� ���������� ���

������� ����������� ���� ���������� ��� ���������� �� ��� ���� �������� ��� ��

��������

������� ����� ������ ��� q ≥ 3, k ≥ 5 ��� r ≥ 5 �� �������� ����� �������

���� q ≡ 3 (mod 4) ��� k ≡ r ≡ 1 (mod 4)� �������� ��� ������������ ����

K1 = Q(
√
q,
√
kr)� �� hK1 = 2� ���� K1 ��� � ������������� ��������� �����

������

������� ����� ������ ��� p ≥ 5 ��� q ≥ 5 �� ��� �������� ����� ������� ����

p ≡ q ≡ 1 (mod 4)� �������� ��� ������������ ���� K2 = Q(
√
2,
√
pq)� ��

hK2 = 2� ���� K2 ��� � ������������� ��������� ����� ������

�� ��������� ������� ���������� ��� ������� ����������� �� ���� � ������ ������ ��

������������ ����� ���� �� ��������� ����� ����� �� ��������

������� ����� ������ ��� p ≥ 2, q ≥ 5 ��� r ≥ 5 �� �������� ����� �������



�� ����� �������������

���� q ≡ r ≡ 1 (mod 4)� �������� ��� ������������ ���� K = Q(
√
p,
√
qr)� ��

hK = 2� ���� K ��� � ������������� ��������� ����� ������

�� ��� ��� �� ���� �������� �� ������� � ���� �� ������������ ����� ���� �����

������ 2 ����� ���� �� ��������� ����� ������

��� �������������

�� ����� ������� ���������� ��� ������� ����������� �� ���� �� ������� ��� ���������

��� ��� ������� ����� ���� �� K1 ��� K2� �� ����� ��� ���������� �� ����� ����

��� ��������������� ��������

������� ����� ������ ��� K �� � ����� ������� ��������� �� Q ���� ������ �����

Gal(K/Q)� ���� K ⊆ Q(ζm) ��� ���� ������� m ≥ 1� ����� ζm �� � ���������

mth ���� �� ������

��������� ����� ������ ��� K �� � ����� ������� ��������� �� Q� ���� ��� �����

�������� ������� m ���� ���� K ⊆ Q(ζm) �� ������ ��� ��������� �� K�

��� ��� ���� �� ���� �������� �� ������ ��� ��������� �� � ������ ���� K ��

f(K)� ��� ��������� ���������� ����������� �������� �� ��� ��������� �� �������

��������� ����� ��� ��� �� ����� �� �������

����������� ����� ������ ��� p �� �� ��� ����� ������ ��� ��� K = Q(
√
p)�

����

f(K) =





p � �� p ≡ 1 (mod 4),

4p � �� p ≡ 3 (mod 4).

����� ��� ��������� �� Q(
√
2) �� 8�

���� �� ������ ���� �������� ������� ���� ��������� ������ �������



����� ������������� ��

����� ����� ������ ��� K1 ��� K2 �� ������ ����� ��� ��� L = K1K2 �� ���

����������� ��� p �� � ����� ������� �� p �� ��������� �� ���� K1 ��� K2�

���� p �� ��������� �� L�

�������� �� ��� ������ ��� ������� ����� ���� �� � ������ ���� K �� ���

�������� �������� �������� ��������� �� K� �� ������� ������� ����������

����������� �� H(K) �� ��������

����������� ����� ������ ��� K �� � ������ ����� ���� ��� ������� ����� ����

H(K) �� K �� ��� ������ �������� ������� ��������� �� K ���� ���� ���������

��� ��������� ����� ������ �� OK ����� ���������� �� OH(K)�

����������� ����� ������ ��� K ⊆ L �� ������ ����� ���� ���� L/K ������ ����

������ ����� G� ��� p �� � �������� ����� ����� �� OK ����� �� ��������� �� L

��� ��� P �� � ����� ����� �� OL ����� ����� p� ���� ����� �� � ������ �������

σ ∈ G ���� ���� ��� ��� α ∈ OL� �� ����

σ(α) ≡ α|OK/p| (mod P).

����������� ���������� ������� �� �� ����� ��� ����� �������

��������� ����� ������ ��� ������ ������� σ �� ����������� ���������� �� ������ ���

����� ������ ��� �� ������� ������� ��
�

L/K
P

�
�

������� P1,P2, . . . ,Pg ��� ��� ��� ����� ������ �� OL ����� ����� p� ��� ���

τ ∈ G� �� �� ���� �� ��� ����

�
L/K

τ(Pi)

�
= τ

�
L/K

Pi

�
τ−1 ��� ��� i ∈ {1, . . . , g}.

����� �� �� � ���������� ���� ���� G ���� ������������ �� {P1,P2, . . . ,Pg} ���

����� ��� ���
��

L/K
Pi

�
: i = 1, 2, . . . , g

�
�� � ��������� ����� �� G� ���� ��



�� ����� �������������

�
L/K

p

�
� �� ������������� ������ ���� ��������� ������

���� �� ����� ��� ��������� ������� �� � ��� �� ����� ������ �� OK �� ��������

��������� ����� ������ ��� K �� � ������ ���� ��� ��� S �� � ��� �� ����� ������

�� OK� ��� ��������� ������� �� ��� ��� S �� ������ �� ��

δ(S) = lim
s→1+

�

p∈S
N(p)−s

− log(s− 1)
,

�������� ��� ����� �������

������ ����� ���� ��������� ����������� �� ����������� ��� ���� �� δ(S) > 0�

���� S �� �� ������� ����

����� �� ����� ��� �� ��� ���� ��������� �������� �� ������ ������� �������

��� ���������� ������� ��������

������� ����� ����������� ������� �������� ������ ��� L/K �� � �����

������ ��������� �� ������ ����� ���� ������ ����� G ��� ��� C �� � ���������

����� �� G� ���� ��� ��������� ������� �� ��� ���

�
����� ����� p �� OK : p �� ��������� �� � ���

�
L/K

p

�
= C

�

������ ��� ������
|C|

[L : K]
.

�� ����� �� ������� ��� ���������� �� ��� �������� ������������ ������ ��

���� ��� ��������� ����� �������

����� ����� ������ ��� L/K �� � ����� ��������� �� ������ ������ ������ ����

L �� �� ������� ��������� �� Q� ���� f(K) ������� f(L)�



����� ������������� ��

������ ����� L �� �� ������� ��������� �� Q ��� K ⊆ L� ����� ��� �����������

������� �� ������ ������� �� ��� ���� K �� ���� � ������ ��������� �� Q ����

Gal(K/Q) � Gal(L/Q)/Gal(L/K)� ���������� K �� �� ������� ��������� ��

Q ��� ����� ���� f(K) ��� f(L) ��� ������������ ���� ����� K ⊆ L� �����

������� ����������� �� ���� K ⊆ L ⊆ Q(ζf(L))� ����� �� ��������� ����������� f(K) �� ���

�������� �������� ������� ���� ���� K ⊆ Q(ζf(K))� ���� �� ���

K ⊆ Q(ζf(K)) ⊆ Q(ζf(L)).

����� ���� ζf(K) ��� ζf(L) ��� ��������� ����� �� ����� ��� Q(ζf(K)) ⊆ Q(ζf(L))�

�� �������� ���� f(K) ������� f(L)� �

����� ����� ��� L �� � ����� ������� ��������� �� Q� ������� ���� K1 ��� K2

��� ��� �������� �� L ���� ���� L = K1K2� ���� f(L) = lcm {f(K1)), f(K2))}�

������ �� �������� ��� ��������� ����� �� ������ ������

Q

K1 K2

Q(ζf(K2)Q(ζf(K1)) L

Q(ζf(L))

����� ��

����� L/Q �� ������� ��� K1 ��� K2 ��� �������� �� L� �� ��� ���� f(K1)� f(K2)

��� f(L) ��� ������������ �� ����� ����������� f(K1) ������� f(L) ��� f(K2) �������

f(L)� ������������� lcm {f(K1), f(K2)} ������� f(L)�

�� ��� ����� ����� ����� ��� ���� L = K1K2� �� ������

L = K1K2 ⊆ Q(ζf(K1))Q(ζf(K2)) = Q(ζ ���{f(K1),f(K2}).



�� ����� �������������

�� ��� ��������� �� ��� ���������� �� ���� L ⊆ Q(ζf(L)) ⊆ Q(ζ ���(f(K1),f(K2)
)�

���������� f(L) ������� ���(f(K1, f(K2)) ��� ����� f(L) = lcm {f(K1), f(K2)}�

�

���� �� ������� ��� ���������� �� � ������� ������ �� ������������ ������

����� ����� ��� q, k ��� r �� ����� ������� ���� ���� q ≡ 3 (mod 4) ���

k ≡ r ≡ 1 (mod 4)� ���� ��� ��������� f(K) �� K = Q(
√
q,
√
kr) �� 4qkr�

������ ��� K1 = Q(
√
q)� K2 = Q(

√
kr)� K3 = Q(

√
k) ��� K4 = Q(

√
r)� ��

����������� ����������� �� ���� f(K1) = 4q� f(K3) = k ��� f(K4) = r� ����� K2 ⊆

K3K4 ⊆ Q(ζk)Q(ζr) = Q(ζkr)� ����� ����� ����������� �� ��� f(K2) | kr� ����

������� ���� f(K2) = k �� r �� kr� �� k ≡ 1 (mod 4) ��� r ≡ 1 (mod 4) ���

�������� ����� �������� ��� ���� ��������� �������� �� Q(ζk) ��� Q(ζr) ���

Q(
√
k) ��� Q(

√
r)� ������������� ����� f(K2) = kr�

���� ����� K = Q(
√
q,
√
kr) = K1K2 � ����� ����� ����������� �� �������� ����

f(K) = ���{f(K1), f(K2)} = ���{4q, kr} = 4qkr.

�

����� ������ ��� p ��� q �� ��� ����� ������� ���� p ≡ q ≡ 1 (mod 4)�

���� ��� ��������� f(K) �� K = Q(
√
2,
√
pq) �� 8pq�

������ ��� K1 = Q(
√
2) ��� K2 = Q(

√
pq)� �� ����������� ����������� �� ����

f(K1) = 8� ����� �� ������� ��������� ���� �� ��� ����� �� ����� ����������� ��

������ f(K2) = pq� ���� �� ���

f(K) = ���{f(K1), f(K2)} = ���{8, pq} = 8pq.

�



����� ������������� ��

������ ����� �� �� ���������� �� ���� ���� ��� ��� π℘ �� ������� ���������� �� ���

������ ���������� ��� ��� ������ ���� K� ��� ��������� �� K = Q ��� ℘ = 5Z�

��� ��� π℘ : Z∗ → (Z/5Z)∗ �� ��� ����� �� ������ �� ���� ��� �� ��� ������

“ � ”�

�� ���� �� ������ ����������� �� �� ������ �� ���� ���������� �� ��� ������ ����

K ��� ����� π℘ �� ����� ��� ��������� �������� ��������� �� ������� ����� ����

���� ���������

������� ������ ������ ��� K �� � ������� ���� ������ ���� ���� ��������� f(K)

��� ��� {e1, e2, e3} �� � ���������������� ����������� ��� ��������� �� O∗
K� ��

l = lcm{16, f(K)}� ��� �� gcd(u, l) = gcd(u−1
2
, l) = 1 ��� ���� ������� u� ����

��������� ⊆OK
�� ������ ��� : N(℘) ≡ u (mod l), N(℘) ≤ x, �−1, ei� � (OK/℘)

∗��� � x

(log x)2
,

��� ���� i ∈ {1, 2, 3}�

������ ����� �� ����������� ��� ����� �������� ��� ��������� ��� �−1, ei� �

(OK/℘)
∗ �� ����������� ��� ��� π℘ �� ���� ����������� ����� ���� ������������ ��

���� ��� �� ��� ������ ������ �� ������� ������������ �� ����� ��� ���� ���������

����� �� ������� ��� ������� ����� ����� �� ������������ ����� �� ��� ���������

����� ������ ��� q ≥ 3, k ≥ 5 ��� r ≥ 5 �� ����� ������� ���� q ≡ 3

(mod 4) ��� k ≡ r ≡ 1 (mod 4)� ��� K = Q(
√
q,
√
kr)� �� hK = 2� ���� ���

������� ����� ���� H(K) �� K �� Q(
√
q,
√
k,
√
r)�

������ ��� K � = Q(
√
q,
√
k,
√
r)� K1 = Q(

√
q)� K2 = Q(

√
k)� K3 = Q(

√
r)

��� L1 = Q(
√
k,
√
r)� ����� L1 = K2K3� ����� ����� ����������� �� ��� f(L1) =

���{f(K2), f(K3)} = ���{k, r} = kr� ������ ����� K � = K1L1 ��� �����



�� ����� �������������

����������� �� ���� f(K �) = ���{f(K1), f(L1)} = 4qkr� ���� K ��� K � ���� ���

���� ����������

�� ��� ����������� hK = 2 ��� ���������� H(K) �� � ��������� ��������� ��

K� ����� K � �� ���� � ��������� ��������� �� K� �� �������� ���� H(K) = K ��

�������� K �/K �� ���������� ����� Q � K � K � � Q(ζ4qkr)� ��� ����� ������

�� OK ����� ����� 2, q, k ��� r ��� ������ �� K �� �� ���� ����� ���� 2 ��

��������� �� K �/K� ��� ����� �� �������� ��� ��������� ��������

Q

L1K

K �

Q(ζ4qkr)

2

p1p2

p3

p4

����� ��

��� p1� p2� p3 ��� p4 �� ������ �� OL1 � OK � OK� ��� Z[ζ4qkr] ������������� ���

����� ����� 2� ����� k ≡ r ≡ 1 (mod 4)� ��� ����� 2 �� ��������� �� Q(
√
k) ���

Q(
√
r) ��� ����� �� ��� ���������� ���� L1� �� ����� ������ ��� �����������

����� e(p1|2) = 1� ����� q ≡ 3 (mod 4)� ��� ����� 2 �� ������� �� Q(
√
q)�

�� Q(
√
q) ⊆ K ⊆ K �, �� ���� e(p2|2) > 1 ��� e(p3|2) > 1� ���� ���� ���

���������������� �� ��� ����������� �������� �� ����

1 < e(p3|2) = e(p3|p1)e(p1|2) ≤ 2 · 1.

����� e(p3|2) = 2 ��� e(p2|2) = 2� ������������� e(p3|p2) = e(p3|2)
e(p2|2) = 1� ����

��� p3 �� ��������� ���� p2.

�� ����������� ��� ���� �� ��������� ��� ����� 2 �� ��� ����� q� ��� ����

�������� ����� ����� ������ ���� q �� ��������� ��� K �/K� ���������� �� ���

������� L1 ���� L2 = Q(
√
q,
√
r) ��� L3 = Q(

√
k,
√
q)� �� ������ ��� ������



����� ������������� ��

�������� �� ��� ������ k ��� r� ������������� ���������� ��� ��� ����� ������

�� OK ����� ����� ��� �������� ������ 2, q, k ��� r ��� ��������� �� K �� �����

q, k ��� r ��� ��� �������� ��������� ��� ������� ������ ��� ���� ���������� ������

H(K) = K � = Q(
√
q,
√
k,
√
r)� �

����� ������ ��� p ≥ 5 ��� q ≥ 5 �� ��� ����� ������� ���� p ≡ q ≡ 1

(mod 4)� �������� K = Q(
√
2,
√
pq)� �� hK = 2� ���� ��� ������� ����� ����

H(K) �� K �� Q(
√
2,
√
p,
√
q)�

������ ��� K �� = Q(
√
2,
√
p,
√
q)� K1 = Q(

√
2)� K2 = Q(

√
p)� K3 = Q(

√
q) ���

L1 = Q(
√
p,
√
q)� ����� L1 = K2K3� �� ����� ����� ����������� �� ���� f(L1) =

���{f(K2), f(K3)} = ���{p, q} = pq� ����� f(K1) = 8 ��� K �� = K1L1� �����

����� ����������� �� �������� ���� f(K ��) = ���{f(K1), f(L1)} = ���{8, pq} = 8pq�

���� ��� ���������� �� K ��� K �� ��� ������

������ K �� �� �� ��������� ��������� �� K�

����� Q � K � K �� � Q(ζ8pq)� �� �� ������ �� ����� ���� ��� ������ ���

��� ����� 2, p ��� q �� K ��� ��������� �� K ��� �� ��� ���������� �� �������

� �������� ����� �� ��� ���� ���� 2 �� ��������� �� K ��/K� ��� �������� ��

����������� ���� ��� ��� ������ p ��� q ��� ��������� �� ���� ���

�������� ��� ��������� ��������

Q

L1K

K ��

Q(ζ8pq)

2

p1p2

p3

p4

����� ��

��� p1� p2� p3 ��� p4 �� ������ �� OL1 � OK � OK�� ��� Z[ζ8pq] �������������

��� ����� ����� 2� ����� p ≡ q ≡ 1 (mod 4)� ��� ����� 2 �� ��������� �� K2



�� ����� ����� �� ������� ����������

��� K3� �� ����� ����������� ��� ����� 2 �� ��������� �� L1� �� ����� ������ ���

����������� ����� e(p1|2) = 1� �� ��� ����� ����� ����� 2 �� ������� �� Q(
√
2)�

�� �� ���� ������� �� K� ���� ��� e(p2|2) = 2� ����� �� ���

2 = e(p2|2) ≤ e(p3|2) = e(p3|p1) · e(p1|2) = e(p3|p1) ≤ [K �� : L1] = 2. �����

���������� �������� ����� ���������� �� �������� ��� ������������� e(p3|2) = 2�

����� e(p3|p2) = e(p3|2)
e(p2|2) = 1� ���� 2 �� ��������� �� K ��/K�

����� p ��� q ��� �������� ��������� ��� ������� ������ ��K ��� ���� ���������

�� K ��� ���� ������ ��� ������

����� K �� �� � ���������� ��������� ��������� �� K� �� ���� K �� ⊆ H(K)�

�� hK = 2� �� ���� [H(K) : K] = 2 ��� ���������� �� ��� �������� ����

K �� = H(K)� ���� ��� ������� ����� ���� H(K) �� K �� Q(
√
2,
√
p,
√
q)� �

��� ����� �� ������� ����������

��� ����� ������� q ≥ 3� k ≥ 5 ��� r ≥ 5 ���� q ≡ 3 (mod 4) ��� k ≡ r ≡ 1

(mod 4)� ��� K1 = Q(
√
q,
√
kr) �� ��� ������������ ����� �� ����� ���������� ���

����� ������������� �� ���� f(K1) = 4qkr ��� H(K1) = Q(
√
q,
√
k,
√
r)� �����

����� q, k ��� r ��� ��� ��������� ��� ������ ���� K1 �� ������� ���� ���� 4 ����

����������� ���������� ����(O∗
K1
) = 3 ��� ����� ����� ����� 3 ����������������

����������� �������� �� (O∗
K1
)�

��� � ����� ������ p� ��� p ��� ℘ �� ��� ����� ������ �� OK1 ��� OH(K1)�

������������� ����� ����� p�

����� �� ����� ������ �� ������� u ���� ���� ��� ��� ����� ������� p ����

p ≡ u (mod 4qkr)� �� ���� f(p|p) = 1 ��� f(℘|p) = 2.

�� ����� ��� ������ ���
�

p

K1/Q

�
���

�
p

H(K1)/Q

�
�� ��� ����� ������� ��

��� ����� p �� ��� ������ ���� K1 ��� H(K1)� ������������� �� �������� ���



����� ����� �� ������� ���������� ��

��������� ��� ���� �� ����� ������� �� Z�

XK1 =

�
p : p �� ����� ���

�
p

K1/Q

�
= 1

�
,

���

XH(K1) =

�
p : p �� ����� ���

�
p

H(K1)/Q

�
= 1

�
.

�� ����� ������ XK1 �������������� XH(K1)� �������� �� ��� ��� ����� �������

���� ����� ���������� �� K1 �������������� H(K1)�� ����� K1 ⊆ H(K1) ���

��� ����������� ������� ��� �������� ������� ��� ��������������� �� �����������

������� ���� �� � ����� p ������ ���������� �� H(K1)� ���� �� ������ ���������� ��

K1� ���� ��� XH(K1) ⊆ XK1 �

���� ����� ����Gal(K1/Q) ���Gal(H(K1)/Q) ��� �������� ����� ���������

����� �� ���������� �� ����������� ��� �������� ������� ����������� � ���������

������ ���������� �� ������� ����������� ��� ��������� ��������� �� ��� ���� XK1 ���

XH(K1) ���
1
4
��� 1

8
� ������������� ����� XH(K1) ⊆ XK1 � ��� ��������� ������� ��

��� ��� XK1 \XH(K1) ��
1
4
− 1

8
= 1

8
� �� ����� ������ XK1 \XH(K1) �� �� �������

���� �� ������ � ����� ������ u ∈ XK1 \XH(K1)� ���� ��� ����� ����� �����

u ��� �������� ������ 1 �� K1 ��� 2 �� H(K1)� ����� ���� K1 ��� H(K1) ���

������� ���������� �� Q ���� ��������� 4qkr� �� �������� ���� ��� ��� �����

������ p ���� p ≡ u (mod 4qkr)� �� ���� f(p|p) = 1 ��� f(℘|p) = 2� ����

������ ��� ������

���� �� ����� ��� ��� XK1 \XH(K1) ���� ������� �� ��������

����� �� XK1\XH(K1) =

�
p : p �� ����� ���

�
q

p

�
= 1 ���

�
k

p

�
=

�
r

p

�
= −1

�
�

�����
� ·
p

�
�� ��� �������� �������

�� ����� ��� ������ ��� p ∈ XK1 \ XH(K1)� ���� p ������ ���������� �� K1

��� ��� �� H(K1)� �� ���� ����� p ������ ���������� �� K1 = Q(
√
q,
√
kr) ��

��� ���� �� p ������ ���������� �� ���� Q(
√
q) ��� �� Q(

√
kr)� �� ����� ������ p



�� ����� ����� �� ������� ����������

������ ���������� �� K1 = Q(
√
q,
√
kr) �� ��� ���� ��

�
q

p

�
= 1 ���

�
kr

p

�
= 1�

�� ��� ����� ����� p ���� ��� ����� ���������� �� H(K1) = Q(
√
q,
√
k,
√
r) ��

��� ���� �� p ���� ��� ����� ���������� �� ��� �� ��� ����� Q(
√
q) �� Q(

√
k) ��

Q(
√
r)� ����� �� ���

�
q

p

�
= 1,

�
k

p

�
= −1 ���

�
r

p

�
= −1.

����������� ��� p �� � ����� ������ ���� ����

�
q

p

�
= 1,

�
k

p

�
= −1 ���

�
r

p

�
= −1. ���� p ������ ���������� �� Q(

√
q)� ����� �����

�
kr

p

�
= 1� ��

���� ���� p ���� ������ ���������� �� Q(
√
kr)� ���� p ������ ���������� �� K1 =

Q(
√
q,
√
kr) ��� ��� �� H(K1) = Q(

√
q,
√
k,
√
r)� ���� �� p ∈ XK1 \XH(K1) ���

���� ������ ��� ������

��� l = ���{16, f(K1)} = ���{16, 4qkr} = 16qkr� �� ����� �������

������������� �� ���� �� ��� �� ������� u ���������� ��� ���������� �� ����� � �����

����

(i) gcd(u, 16qkr) = 1, �����

���

(ii) gcd

�
u− 1

2
, 16qkr

�
= 1. �����

�� ���� ���� ��� ��������� (ii) ����� �� ���������� �� ��� ��������� ������������

������������ 



u �≡ 1 (mod q),

u �≡ 1 (mod r),

u �≡ 1 (mod k),

u �≡ 1 (mod 4).

�� ����� ������ �� �� ������ �� ��� �� ������� w ∈ XK1 \XH(K1) ���������� ��������



����� ����� �� ������� ���������� ��

��� ��������� ��� ����� �� ������ ����� ������� p1 < q� p2 < k ��� p3 < r ����

���� �
p1
q

�
= −1,

�
p2
k

�
= −1 ���

�
p3
r

�
= −1.

����� �� �������� ��� ��������� ��� �� �����������





u �≡ 1 (mod q);

u �≡ 1 (mod r);

u �≡ 1 (mod k);

u �≡ 1 (mod 4).

����� q, k ��� r ��� �������� ��� ����� �������� ��� ������� �� ��� ����� ���

�� ����������� ��� �������� ���������� ������ ���������� �� ��� ������� ���

������� �������� ����� ����� � ������ �������� x0 ������ 4qkr� ����� �����

gcd(x0, 4qkr) = 1� �� ����������� ������� ��� ������ �� ���������� �������������

����� ������ ��������� ���� ����� ������� w ≡ x0 (mod 4qkr)� �� ���� ���

���� ����� w� ���� �� ������� ���� w �������� �������� ��� ��������� �� ���� ������� ��

����� ���� w ∈ XK1 \XH(K1)� ��� ����� ����� ��� ��� �� ��������� ������������

�� ��� �
q

w

�
=

�
w

q

�
(−1)

q−1
2

·w−1
2 = −

�
w

q

�
= −

�
p1
q

�
= 1,

�
k

w

�
=

�
w

k

�
(−1)

k−1
2

·w−1
2 =

�
w

k

�
=

�
p2
k

�
= −1

��� �
r

w

�
=

�
w

r

�
(−1)

r−1
2

·w−1
2 =

�
w

r

�
=

�
p3
r

�
= −1.

����� �� ����� ����� �� �� ��� ���� w ∈ XK1 \XH(K1)�

��� p ��� ℘ �� ����� ������ �� OK1 ��� OH(K1)� ������������� ����� �����

w� ����� w ∈ XK1 \ XH(K1)� �� �������� ���� p ���� ��� ����� ���������� ��



�� ����� ����� �� ������� ����������

H(K1)� ������������� ����� ����������� ����������� �� ��� ���� p �� ��� � ���������

������ ����� hK1 = 2 ��� p �� �������������� �� ��� ���� �[p]� = ClK1 � ����� ��

������� ����������� �� �������� ���� [p] �� � ������������� ��������� ����� ������ �

��� ����� �� ������� ����������

��� ����� ������� p ≥ 5 ��� q ≥ 5 ���� p ≡ q ≡ 1 (mod 4)� ��� K2 =

Q(
√
2,
√
pq) �� ��� ������������ ����� �� ����� ������������ ��� ����� �������������

�� ���� f(K2) = 8pq ��� H(K2) = Q(
√
2,
√
p,
√
q)� ����� ����� p ��� q ���

��������� ��� ������ ���� K2 �� ������� ���� ���� 4 ���� ����������� ����������

����(O∗
K2
) = 3 ��� ����� ����� ����� 3 ���������������� ����������� �������� ��

(O∗
K2
)�

��� �� ����� ��� ��������� �����

XK2 =

�
� : � �� ����� ���

�
�

K2/Q

�
= 1

�
,

���

XH(K2) =

�
� : � �� ����� ���

�
�

H(K2)/Q

�
= 1

�
.

����� �� XK2\XH(K2) =

�
� : � �� ����� ���

�
2

�

�
= 1 ���

�p
�

�
=

�q
�

�
= −1

�
�

�� ��� ����� ��� � ∈ XK2 \ XH(K2)� ���� � ������ ���������� �� K2 ��� ���

�� H(K2)� ���� � ������ ���������� �� K2 = Q(
√
2,
√
pq) �� ��� ���� �� � ������

���������� �� ���� Q(
√
2) ��� �� Q(

√
pq)� ���� ���

�
2

�

�
= 1 ���

�
pq

�

�
= 1�

�� ��� ����� ����� � ���� ��� ����� ���������� �� H(K2) = Q(
√
2,
√
p,
√
q) ��

��� ���� �� � ���� ��� ����� ���������� �� ��� �� ��� ����� Q(
√
2) �� Q(

√
p) ��

Q(
√
q)� ���� �� ����

�
2

�

�
= 1 ���

�p
�

�
=

�q
�

�
= −1.



����� ����� �� ������� ���������� ��

����������� ��� � �� � ����� ������ ���� ����
�
2

�

�
= 1 ���

�p
�

�
=

�q
�

�
=

−1� ���� �� ����
�pq
�

�
= 1� ������������� � ������ ���������� �� Q(

√
2) ���

�� Q(
√
pq) ��� ����� �� K2� ��� �����

�p
�

�
=

�q
�

�
= −1� �� ��� ���� � ����

��� ����� ���������� �� H(K2)� ���������� � ∈ XK2 \ XH(K2)� ���� ���������

��� ����� �� ����� ��

���� ��� l = ���{16, f(K2)} = ���{16, 8pq} = 16pq� �� ���� �� ��� ��

������� u ���� ���� ��� ��������� ��� ���������� �����

gcd(u, 16pq) = 1 �����

���

gcd

�
u− 1

2
, 16pq

�
= 1. �����

�� ���� ���� �������� �������� �� ���������� �� ��� ��������� ���������� �����������





u �≡ 1 (mod p);

u �≡ 1 (mod q);

u �≡ 1 (mod 4).

���� �� ������ ����� ������� p1 ��� p2 ���� ����

p1 < p, p2 < q ���
�
p1
p

�
=

�
p2
q

�
= −1

��� �������� ��� ��������� ��� �� �����������





x ≡ p1 (mod p);

x ≡ p2 (mod q);

x ≡ 7 (mod 8).

�����

����� p ��� q ��� �������� ��� ����� �������� ��� ������� �� �������� ��� �����



�� ����� ����� �� ������� ����������

���� ���������� ������ ���������� �� ��� ������� ��������� �������� ����� ������

� ������ �������� x0 ������ 8pq� ����� gcd(x0, 8pq) = 1� �� ����������� �������

��� ������ �� ���������� ������������� ����� ����� ��������� ���� ����� �������

w ≡ x0 (mod 8pq)� ��� ���� � ����� ������ w� ����� ��� ��� �� ���������

����������� ��� ��� ���� ���� p ≡ q ≡ 1 (mod 4)� �� ���

� p

w

�
=

�
w

p

�
(−1)

p−1
2

·w−1
2 =

�
w

p

�
=

�
x0

p

�
=

�
p1
p

�
= −1,

���
� q

w

�
=

�
w

q

�
(−1)

q−1
2

·w−1
2 =

�
w

q

�
=

�
x0

q

�
=

�
p2
p

�
= −1.

��� p ��� ℘ �� ����� ������ �� OK2 ��� OH(K2)� ������������� ����� �����

w� ����� w ∈ XK2 \ XH(K2)� �� �������� ���� p ���� ��� ����� ���������� ��

H(K2)� ������������� ����� ����������� ����������� �� ��� ���� p �� ��� � ���������

������ ����� hK2 = 2 ��� p �� �������������� �� ��� ���� �[p]� = ClK2 � �����

�� ������� ����������� �� �������� ���� [p] �� � ������������� ��������� ����� ������

���� ��������� ��� ����� �� ������� ����������� �

�� ��� ���������� �� ������� ���������� ��� ������� ����������� ��� ������� ����������

���� hK1 = hK2 = 2� �� �� ��������� ������� �� ��� ��� ��������� ���������

�������� ����� ��� ����� ��� ������������ ����� �� ��� ���� K = Q(
√
q,
√
kr)�

����� q = 2 �� � ����� ������ ���� q ≡ 3 (mod 4) ��� k ��� r ��� �����

������� ���� k ≡ r ≡ 1 (mod 4) ���� ���� hK = 2�

��� ����������� �������� �� ��������� ������ �� �������� ���������� �� �����

��� ������ �� ������� ����� �� ��� ���� K = Q(
√
q,
√
kr) ���� ����� ������ 2�

�� ���� ���� �� ���� �� ��� �������� �������� ���� ����� ����� �������� �� ����

�������� ��� ����� ������� �� ��� ����� ����� ���� ��������



����� ����� �� ������� ���������� ��

(q, k, r) hK (q, k, r) hK (q, k, r) hK (q, k, r) hK

��� �� ��� � ��� �� ��� � ��� �� ��� � ��� �� ���� �
��� ��� �� � ��� ��� ��� � ��� ��� ���� � ��� ��� ���� �
��� ��� �� � ��� ��� ��� � ��� ��� ��� � ��� ��� ��� �

��� ��� ���� � ��� ��� ���� � ��� ��� ���� � ��� ��� ��� �
��� ��� ��� � ��� ��� ��� � ��� ��� ��� � ��� ��� ���� �

(2, k, r) hK (2, k, r) hK (2, k, r) hK (2, k, r) hK

��� �� ��� � ��� �� ��� � ��� �� ��� � ��� �� ��� �
��� �� ���� � ��� �� ���� � ��� �� ���� � ��� ��� ��� �
��� ��� ��� � ��� ��� ��� � ��� ��� ��� � ��� ��� ��� �
��� ��� ���� � ��� ��� ���� � ��� ��� ���� � ��� ��� ���� �
��� ��� �� � ��� ��� ��� � ��� ��� ��� � ��� ��� ��� �

��� ��� ���� � ��� ��� ���� � ��� ��� ��� � ��� ��� ��� �
��� ��� ��� � ��� ��� ��� � ��� ��� ��� � ��� ��� ��� �





������������

��� �� ������ ��� �� ������� �� ��� ������������ �� ��� ����� ������� ��

��������� ������ ������ �� ������ � ������� ��������

��� �� �� �������� ������������ �� �������� ������ ������� ���������

������� ��� ���� �������

��� �� ������ ������ ����� �� ��� ���������� �� ��������� �������� �����

�������� �� ������� ����������

��� �� �� ������ ��� �� ������� ���� ���� �� ��� �������� �������

������� ���� �������� �� ������� ����

��� �� ������ ���� ��������� ����� ���� ����� ������ ��������� �� 5 �� 7,

����������� ������ ��� ������ ��� ��������

��� �� ����� ��� �� ���� ���� ��������� ����� ���� ����� ������ ���������

�� 3, ����������� ������ ��� ������� ��������

��� �� ����������� ��� �� ��� ������ �� ��� ������ �� ���� ���������

����� ���� ����� ������ ��������� �� 3, ����� ����� ����� ����� ���

������� ������

��



�� ������������

��� �� �������������� � ����� ���� �� ��� ������������ �� ����� ������� ��

���� ��������� ������ �� ��������� ����� ����� �� ������� ��������

��� �� �������������� �� ���� �� ������ ��� �� ������������ ������������

�� �������� ������ p ����� ��� ����������� ����� ������ �������� �����

������ �� ������ ������ ��� ������� ������� �������� ������ �������

�������

���� �� ������������� ��� �� ���������� ����������� ����� ������ � ����

��������� ��������� ����� ������ �� ������ ������� ��� ������� �������

���� �� ������������� ��� �� ���������� �� ��� ������������ ������������

�� ����� ������� �� ������� �� ��������� ��������� ������ ���������

���� �� ����� ��� �� �� �������� ���� ���������� �� ����� ������ �� ������

������ �������� ����� ����� ������ ���� ������� ������

���� �� �� ���� ������ �� ��� ���� x2+ny2 � ������� ����� ����� ������

��� ������� ��������������� ������ ��� ���� �������

���� �� �������� ��� �� ���������� �� ��� ������� �� ������������� ��

����� ������ ����� ����� ���� �� ��� ������� ��������

���� �� ������� ��� �� �� ������ �������� �� ��������� ������ �������

�������� ����� �� ������������ ��������� ������� ��� �������� �������

���� �� ������� Q(
√
2,
√
35) ��� � ������������� ��������� ������ ���� ��

������ ������� � ������� ����������

���� �� ������� ������ ������� ��� ��������� ������� �� ������ �������

��� ������� ����������



������������ ��

���� �� ������ ��� �� ��� ������ � ������ �� ������ ����� ���� ����

���� �� ����� � ���� ��� ��������� ������� ����� ����� ����� ����� ���

������� ����������

���� �� ������ ��� �� ��� ������ ��������� ����� �� ��������� ���������
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