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��� ���� ������� �� ������� ������ ������ ���� ���� ������ ������� ������ ��� ��������

��� Q = (bn)n≥1 �� � �������� �� �������� ��������� ���� bn ≥ 2 ��� ��� ��������

n ≥ 1� �� ����� �� Q���� ��������� �� �������� � Q���� ���������� ����� ��

������� �� c0.c1c2 · · · cn · · · � ��� �� �� ������ �� � ������ �� ��� ����

c0 +
c1
b1

+
c2
b1b2

+ · · ·+ cn
b1b2b3 · · · bn

+ · · · �����

��� ���� ������� c0 ∈ Z ��� cn ∈ {0, 1, . . . , bn−1} ��� ��� �������� n ≥ 1� ��������

���� ��� ��������� ���� cn < bn − 1 ��� ��������� ���� �������� n� ��� Q����

��������� ��� ����������� ����� �� ������ ������ ���� ������� �� Q.

�



� ����� ��� Q���� ��������� �� ���� �������

������� ����� ��� Q = (bn)n≥1 �������� �� �������� ��������� ���� bn ≥ 2

��� ��� �������� n ≥ 1� ����� Q���� ��������� ��������� �� � ���� �������

����������� ����� ���� ������ ��� �� ������ Q���� ����������

������ ������ ��� ����� �� �������� �� ���� ��� ��������� ������������

����������� �����
∞�

i=1

bn+i − 1

bn+1 · · · bn+i

= 1.

������ ����� �� ��� ����

N�

i=1

bn+i − 1

bn+1 · · · bn+i

= 1− 1

bn+1 · · · bn+N

.

���������� �� ������� N → ∞� �� ���

∞�

i=1

bn+i − 1

bn+1 · · · bn+i

= 1.

����� �� ������� ����������� �������� � ����� ��������� �� ��� ���� ��������� ���

���� ������� n ≥ 1� �� ����� n��� ������� ���

sn = c0 +
c1
b1

+
c2
b1b2

+ · · ·+ cn
b1 · · · bn

.

���� ��� �������������� �� c�i�� �� �� ����� ����

c0 ≤ s1 ≤ s2 ≤ · · · ≤ sn.

����� �� ��� ����

sn ≤ c0 +
b1 − 1

b1
+

b2 − 1

b1b2
+ · · ·+ bn − 1

b1 · · · bn
= c0 + 1− 1

b1 · · · bn



����� ��� Q���� ��������� �� ���� ������� �

< c0 + 1.

������ ��� ���� n ≥ 1� �� ���

c0 ≤ sn < c0 + 1

����� (sn)n �� ������� ��� ���������� �������� �� ���� �������� ���������� ��

��������� ��� �������� ����� �� � ���� �������

��� α �� ��� ���� ������� �� ����� ����� ���� α ��� �� Q���� ������

����� �� ����� ��� �������� c0, c1, . . . , cn, . . . ��� � �������� �� ���� �������

α1,α2, . . . ,αn, . . . �� ��������

c0 = [α] ��� α1 = α− [α].

��� ���� n ≥ 1� �����

cn = [bnαn] ��� αn+1 = bnαn − [bnαn].

�� ���� ������ c0, c1, . . . ��� � �������� �� ���� ������� α1,α2, . . .� �����

����� ��������� �� ��� �����

α = c0 + α1 = c0 +
α2

b1
+

[b1α1]

b1

= c0 +
c1
b1

+
α2

b1

= c0 +
c1
b1

+
c2
b1b2

+
α3

b1b2
.

�� ���������� ���� ������� �� ������

α = c0 +
c1
b1

+ · · ·+ cn
b1 · · · bn

+
αn+1

b1 · · · bn
. �����



� ����� ��� Q���� ��������� �� ���� �������

�� ����� ���� c0.c1c2 . . . cn . . . ��������� α� �� ����� �� ����� ���� �� ���� ��

����� ��� ��������� ��� �����������

��� ��� �������� cn ∈ {0, 1, 2, . . . , bn − 1}� ��� ��� n ≥ 1�

��� ��� ������

c0 +
∞�

n=1

cn
b1 · · · bn

= α.

����� αn �� ��� ���������� ���� �� bn−1αn−1� �� ����

0 ≤ αn < 1 ⇐⇒ 0 ≤ bnαn < bn =⇒ 0 ≤ [bnαn] < bn ��� ��� n = 1, 2, 3, . . . .

����� �� ��� ������������ �� cn� �� ��� cn ∈ {0, 1, . . . , bn − 1}� ���� ������ (1)�

��� �� ����� (2)� �� �����

sn = c0 +
c1
b1

+
c2
b1b2

+ · · ·+ cn
b1 · · · bn

. �����

�� �������� ��� ��������� �� ���

0 ≤ α− sn =
αn+1

b1 · · · bn
.

����� 0 ≤ αn < 1 ��� bn ≥ 2 ��� ��� n = 1, 2, . . .� �� ����

0 ≤ α− αn =
αn+1

b1 · · · bn
<

1

2n

��� ��� n� ������ c0 +
�∞

i=1
cn

b1···bn = α�

���� �� ����� ���� cn < bn − 1 ��� ��������� ���� ������ �� n� �� ���

������������ �� c1, c2, . . . , cn, . . . ��� α1,α2, . . . ,αn, . . .� �� ����

α = c0 +
c1
b1

+ · · ·+ cN
b1 · · · bN

+
αN+1

b1 · · · bN
. �����



����� ��� Q���� ��������� �� ���� ������� �

������� cN = bN − 1 ��� ��� n > N � ���� �� ����

α = co +
N�

i=1

ci
b1 · · · bi

+
∞�

i=N+1

bi − 1

b1 · · · bi

= co +
N�

i=1

ci
b1 · · · bi

+
1

b1 · · · bN

∞�

i=1

bN+i − 1

bN+1 · · · bN+i

.

���� �� ����������� ���������� ��� ��������� �� ��� αN+1 = 1� ����� �� � �������������

������� 0 ≤ αn < 1 ��� ��� n�

����������� ������� �� ���� ������� Q���� ��������� �� α ����

α = c0 +
∞�

n=1

cn
b1 · · · bn

= c�0 +
∞�

i=1

c�n
b1 · · · bn

.

����� c�n < bn − 1 ��� ��������� ���� ������ �� n� �� ��� ������ ��� ����

∞�

n=1

c�n
b1 · · · bn

< 1.

���� ������� ���� c�0 = [α] ��� ���� �� ���� c0 = [α]� ���� �� ��� c0 = c�0�

���������� �� ������ ���� ����� ������ �� ������� N ���� ����

cn = c�n ��� ��� n = 1, 2, . . . , N ��� cN+1 �= c�N+1.

������ �� ����
∞�

n=N+1

cn
b1 · · · bn

=
∞�

n=N+1

c�n
b1 · · · bn

.

����� ���� ��� ������ ��������� ����������� ��� �� ����������� ��� ����� �� ���

�����
∞�

n=N+2

cn − c�n
b1 · · · bn

����� =
|cN+1 − c�N+1|
b1 · · · bN+1

≥ 1

b1 · · · bN+1

.
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�� ����� ��� ���� ���� cn, c�n < bn − 1 ��� ��������� ���� ������ �� n� �� ������

�����
∞�

n=N+2

cn − c�n
b1 · · · bn

����� <
∞�

n=N+2

bn − 1

b1 · · · bn

=
1

b1 · · · bN+1

∞�

n=1

bN+1+n − 1

bN+2 · · · bN+1+n

=
1

b1 · · · bN+1

,

����� �� � �������������� ��� ����� ��� �������� �

������ ����� �� ��� ���� bn = b ��� ��� n� ��� ��������� Q���� ��������� ��

��� ��������� b���� ��������� �� α�

�� ��������� ������ �� ����� �������� �� ����������

��������� ����� � ��� σ ������ �� ��� ��������� ���

σ0(α) = α− c0 =
∞�

n=1

cn
b1 · · · bn

���

σ(α) = σ(σ0(α)) = σ

� ∞�

n=1

cn
b1 · · · bn

�
=

∞�

n=2

cn
b2 · · · bn

�� ������ ��� ����� ���������

�� �� ���� �� ��� ���� ��� ����� ������������ ������� n,

σn(α) = σn(σ0(α)) = σn

� ∞�

n=1

cn
b1 · · · bn

�
=

∞�

k=n+1

ck
bn+1 · · · bk

.

���������� �� �������� ����

σ0(α) = α− c0 =
n�

i=1

ci
b1 · · · bi

+
1

b1 · · · bn
σn(α).



����� ��� Q���� ��������� �� ���� ������� �

���� α ∈ [0, 1)� ���� �������� ��� �� ������� ��

α =
n�

i=1

ci
b1 · · · bi

+
1

b1 · · · bn
σn(α). �����

��� ��������� ������� �� � ��������� ��� �������� ���������� ��� ������������

������� ����� � ���� ������ α ∈ [0, 1) ������� �� �������� �� �������� �� ��� ����

�� ��� ����������� �� ��� ��� {σn(α) : n ∈ N ∪ {0}} �� ������

������ ��� α �� ��������� ��� α = p
q
� ����� p < q ��� (p, q) = 1� �������� ���

�������� (σn(α))n ��������� �� ����� ��������� ���� ��

σ0(α) = α,

σ(α) = b1α− c1,

���

σn(α) = bnσ
n−1(α)− cn.

���� ��� ���������� ��������� �� ������� ����

σn(α) =
pb1 · · · bn − q(c1b2 · · · bn + · · ·+ cn−1bn + cn)

q
=

pn
q
,

��� ���� ������������ ������� pn�

����� α ∈ (0, 1)� �� ���� σn(α) ∈ [0, 1) ��� ��� n ≥ 0� ���������� �� ��������

���� ��� �������� (pn)n ����� ������ �� ��� ��� {0, 1, . . . , q − 1} ��� ������ ���

��� {σn(α) : n ≥ 0} �� ������ ���� ����� ������ � ������ m ∈ N ���� ����

pn+m = pn�

����������� ������� ����� ����� �������� n ≥ 0 ��� m ≥ 1 ���� ���� σn(α) =



� ����� ��� Q���� ��������� �� ���� �������

σn+m(α)� ���� ��� ���� �������� �� ������� ����

b1 · · · bn
�
α−

n�

i=1

ci
b1 · · · bi

�
= b1 · · · bn+m

�
α−

n+m�

i=1

ci
b1 · · · bi

�

= b1 · · · bn+m

�
α−

n�

i=1

ci
b1 · · · bi

−
n+m�

i=n+1

ci
b1 · · · bi

�
.

������ �� ������������ ��� ���� �� ���� ����� ��������� �� ���

α =
n�

i=1

ci
b1 · · · bi

− bn+1 · · · bn+m

bn+1 · · · bn+m − 1

n+m�

i=n+1

ci
b1 · · · bi

,

����� �� ����� ������� ���� α �� ��������� ���� ������ ��� ���������� �

�� � ����������� �� ������� ����������� �� ���� ������� ��������� ��� ��������

��������� ��� ������������

������� ����� � ���� ������ α �� �������� �� ��� ���� �� ����� ������ q ∈ N

���� ����

����

�
σn(α) : σn(α) ∈

�
r

q
,
r + 1

q

��

�� ����� ��� ��� �������� r ≥ 1�

������ ������� α �� ��������� ���� �� ������� ����������� �� ��� ���� ��� �����������

�� ��� ��� {σn(α) : n ≥ 0} �� ������ ��������� ��� ��������
�

r
q
, r+1

q

�
�������� ��

���� ������� ���� σn(α) �� ���

����������� ������� ����� ������ �� ������� q ≥ 1 ���� ����

����
�
σn(α) : σn(α) ∈

�
r

q
,
r + 1

q

��
< ∞

����� ��� ��� r ≥ 1�



����� ��� Q���� ��������� �� ���� ������� �

������� ���� ������ α /∈ Q� �� ��� �������� ��������� �� ����

b1 · · · bnα− pn = σn(α)

��� ���� ������������ ������� pn� ���������� �� α �� ���������� ���� σn(α) ��

���������� ��� ����� n ≥ 1� ��������� ��� �������� �������� �������� n1 < n2�

��� ������� σn1(α) ��� σn2(α) ��� ��������� �� ��� ����� ������� ��� ��������

�������� n1 �= n2�

σn1(α) = σn2(α).

���� �� ���������� ��

b1 · · · bn1α− pn1 = b1 · · · bn2α− pn2 ⇐⇒ (b1 · · · bn1 − b1 · · · bn2)α = pn1 − pn2 ,

����� �� ����� ������� ���� α �� ��������� ���� ����������� �� ��� ���� ���� α

�� ����������� ���������� �� �������� ���� ��� �������� n1 ��� n2 �������������

������ σn1(α) ��� σn2(α) ��� ��������� ���� σn(α) �� ���������� ��� ����� �������

n ≥ 0 ��� 0 ≤ σn(α) < 1 ��� ��� n ≥ 0� ��� q ≥ 1 �� ��� �������� ��

������������ ��� �������� [0, 1) ���� q �������� �� ��������

�
r

q
,
r + 1

q

�
r = 0, 1, 2, . . . , q − 1.

����� σn(α) �� ���������� ��� σn(α) ∈ [0, 1) ��� ��� �������� n ≥ 0� ����� ������

1 ≤ r ≤ q − 1 ��� �� ������� �������� (ni)i≥1 �� �������� �������� ���� ����

σni(α) ∈
�
r

q
,
r + 1

q

�
��� ��� i ≥ 1.
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���� ������ ����

����
�
σn(α) : σn(α) ∈

�
r

q
,
r + 1

q

��
= ∞,

����� �� � ������������� �� ��� ���������� ���� ��� ����������� �� ���� ��� ��

������ ���������� �� �������� ���� α �� �������� ��� ����� ��� �������� �

������ ����� ��� �������������� ��������� �� ������� ���������� �� �� �������� α

�� ���������� �� ��� ���� �� ��� ����� ������� q ≥ 1� ����� ����� �� ������� r ≤ q−1

��� �� ������� �������� (ni) �� �������� �������� ���� ����

σni(α) ∈
�
r

q
,
r + 1

q

�
��� ��� i ≥ 1.

���� ��� �������� ������ �� ��������� ������� �� �� ����������� �� ������

����������� �� ���� ��� ��������� ����������

��������� ����� �� cn > 0 ��� ��������� ���� ������� ������� n ��� �� �����

������ � ����������� (in)n �� �������� �������� ����������

lim
n→∞

cin
bin

= 0,

���� ��� ������� ������ ����� �� �������� �� �����������

������ ����� cn > 0 ��� ��������� ���� ������ �� n ��� limn→∞
cin
bin

= 0 �������

���� cn < bn − 1 ��� ��������� ���� ������ �� n� ���������� �� ��� ������ ���

����

0 ≤ cin
bin

< σin−1(α) <
cin
bin

+
1

bin
.

����� cin
bin

→ 0 �� n → ∞� ��� ��� �������� ������� q� ����� ������ � �������� �������
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n0 ���� ���� ��� ��� n ≥ n0�

0 < σin(α) <
1

q
.

��� �� ������ ����������� �� ������ r = 0 ��� ni = in� �� ��� ��� ������� �

�� ���� ��� ��������� ��������� ��� �������� ��������� ��� ������������ ����

��� �������� Q = (bn)n �� ���������

����������� ����� ��� Q = (bn)n≥1 �� �� ���������� �������� �������� �� ����

����� ��������� ���� bn ≥ 2 ��� ��� �������� n ≥ 1� ���� α ����� �� �������� ��

�������� �� ��� ���� �� ��� �������� (cn)n �� ���������

������ ����� �� ����� ���� ����������� ���� bn = b ��� ��� n ≥ 1� ���� �� �����

���� �� ����� ��� ������� �������� �������� Q = (bn)n� ���

α = a0.c1c2 . . . cNa1a2 . . . a�a1a2 . . . a� . . .

�� � b���� ��������� �� α ����� �� ���������� �������� ���� ������ �� �� �����

������� α �� � ������ ���� �� ��������

α = a0 +
N�

m=1

cm
bm

+
1

bN

�
��

m=1

am
bm

+
1

b�

��

m=1

am
bm

+ · · ·
�

= a0 +
N�

m=1

cm
bm

+
1

bN

�
��

m=1

am
bm

��
1 +

1

b�
+

1

b2�
+ · · ·

�

= a0 +
N�

m=1

cm
bm

+
1

bN

�
��

m=1

am
bm

��
1

1− 1
b�

�

= a0 +
N�

m=1

cm
bm

+
1

bN−�(b� − 1)

�
��

m=1

am
bm

�
∈ Q.

������ �� α ∈ R≥0 ��� ���������� �������� b���� ���������� ���� α ∈ Q�

������� α �� � �������� �������� ������� �� ����� ����� ���� �� ��� ����������
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�������� b���� ���������� ����� α �� � �������� ������� �� ��� α = p/q ����� p

��� q ��� �������� �������� ���� ���� (p, q) = 1� �� p > q� ���� α = m+p�/q �����

m �� �� ������� ��� p� < q ���� (p�, q) = 1� ���� ���� ���������� ����������� ��

p�/q ������� ��� ���������� ����������� �� p/q� ������ ������� ���� �� �����������

�� ��� ������ ���� p < q ��� (p, q) = 1�

����� ���� ���� ��� ��� ������� k ≥ 1� �� ��� ���� ��� �������� ������ (bkp)/q

�� ���������� �������� �� ��� ���� �� ��� �������� ������ p/q �� ���������� ���������

�������� �� �� �������� �� bk ���� p/q� ����� �� ��� � �������� ������ �����

������ ��� ���� ���� p/q ��� ����� �� k ������� ������ �� �� ������ �� ������

���� ��� �������� ������ α = p/q �������� (p, q) = 1� p < q ��� (q, b) = 1�

����� (b, q) = 1� b �� �� ������� �� ��� �������������� ������ (Z/qZ)∗� ��� �

�� ��� ����� �� b �� (Z/qZ)∗� ���������� �� �����

b� ≡ 1 (mod q) ��� bm �≡ 1 (mod q) ��� ��� 1 ≤ m < �.

�����

b� = 1 + kq ��� ���� ������� k.

������ kq > b�−1� ���� �� ��������

α =
p

q
=

kp

kq
=

kp

b� − 1

=
kp

b�
1

1− 1
b�

=
kp

b�

�
1 +

1

b�
+

1

b2�
+ · · ·

�
.

����� kp < kq < b�� �� �������� ���� ��� ������ �� ������ �� ��� b���� ���������

�� ��� ������� pk �� �� ���� �� ������� kp = b1b
r−1 + b2b

r−2 + · · ·+ br ��� ����



����� ��� Q���� ��������� �� ���� ������� ��

r ≤ � ��� bi ∈ {0, 1, . . . , b− 1}� ����� �� ����

kp

b�
= 0.00 . . . 0b1b2 . . . br = 0.c1c2 . . . c�, ����� ci = 0 ��� ��� 1 ≤ i ≤ �− r.

�����

α =
kp

b�

�
1 +

1

b�
+

1

b2�
+ · · ·

�
= 0.c1c2 . . . c�c1c2 . . . c� · · · .

��� �� �������� ��� ������� ���������� �������� �������� Q = (bn)n �� ��������

�������� ���� bn ≥ 2 ��� ��� �������� n ≥ 1� ���� ����� ����� �������� ��������

� ≥ 2 ��� N ≥ 1 ���� ���� b�+n = bn ��� ��� n ≥ N � �� �� ������ �� ����� �� ���

��������� ��� N = 1 ������� b1 · · · bN−1α −M �� �������� ��� ���� ������� M ��

��� ���� �� α �� ��������� ���� �� ������ ����

b�+n = bn ��� ��� n ≥ 1. �����

����� �� �������� ��� ��������� �� ����

α =

�
c1
b1

+
c2
b1b2

+ · · ·+ c�
b1 · · · b�

�
+

�
c�+1

b21 · · · b�+1

+ · · ·
�
+ · · ·

=

�
c1b2 · · · b� + · · ·+ c�

b1 · · · b�

�
+

�
c�+1b2 · · · bn + · · ·

(b1 · · · b�)2
�
+ · · ·

=
∞�

m=0

(c�m+1b2 · · · b� + c�m+2b3 · · · b� + · · ·+ c�m+�)

(b1 · · · b�)m+1
.

��� B = b1 · · · b�� ����� ci ∈ {0, 1, . . . , bi− 1}� �� ��� ���� c�m+i ∈ {0, 1, . . . , bi−

1}� ���������� �� ��� ����

c�m+1b2 · · · b� + c�m+2b3 · · · b� + · · ·+ c�m+� ≤ b1 · · · b� − 1.



�� ����� ��� Q���� ��������� �� ���� �������

���� �� ������ � ����� B���� ��������� �� α ����� ��

α =
∞�

m=0

Cm

Bm+1
,

����� Cm = c�m+1b2 · · · b� + c�m+2b3 · · · b� + · · ·+ c�m+� ��� ��� m ≥ 0�

�� (cn)n �� ��������� ���� ��� �������� (Cm)m �� ���� ��������� ���������� ��

��� ������ ��� ���� α �� ��������� ����������� ��� α �� ��������� ��� α = p
q
� ����

�� ��� ����� ��������� ��� �������� (Cm)m = (c�m+1b2 · · · b� + c�m+2b3 · · · b� +

· · ·+ c�m+�)m �� ���������� ��������� ���� �� ����� ����� �������� �������� N ���

N0 ���� ����

Cm = Cm+N ��� ��� m ≥ N0.

�� �� ���������� ��

c�m+1b2 · · · b� + c�m+2b3 · · · b� + · · ·+ c�m+� = c�m+�N+1b2 · · · b� + · · ·+ c�m+�N+�

��� ��� m ≥ N0� �� �������� b1 · · · b� �� ���� ����� � �� ���

c�m+1

b1
+

c�m+2

b1b2
+ · · ·+ c�m+�

b1 · · · b�
=

c�m+�N+1

b1
+ · · ·+ c�m+�N+�

b1 · · · b�
.

�� ��������� ���� ��������� �� ����

c�m+1 − c�m+�N+1 =
c�m+�N+2 − c�m+2

b2
+ · · ·+ c�m+�N+� − c�m+�

b2 · · · b�
. �����

�� ���� ���� ��� ��������� ���� �� �������� �� �� �������� �����

c�m+�N+i−c�m+i
< bi, ��� ��� i ≥ 2,



����� ��� Q���� ��������� �� ���� ������� ��

�� ��� ���� ��� ����� ���� ���� �� ��������

����
c�m+�N+2 − c�m+2

b2
+ · · ·+ c�m+�N+� − c�m+�

b2 · · · b�

���� <
�
1− 1

b2 · · · b�

�
< 1.

��������� �� �������� ����

c�m+1 = c�m+�N+1.

������������� �� �������� �� ���

c�m+2 − c�m+�N+2 =
c�m+�N+3 − c�m+3

b3
+ · · ·+ c�m+�N+� − c�m+�

b3 · · · b�
.

�� ��� ������� ������� �� ����� �� ������

c�m+i = c�m+�N+i ��� ��� i ≥ 2.

������ �� ���������� ���� ������� �� ���

c�m+i = c�m+�N+i ��� ��� i ≥ 2.

���� ������� ���� ��� �������� (cn)n �� ���������� �������� ��� ����� ��� ������

���� �

��� �� ��������� ��� ������ �� �������������

������������� ��� (in)n≥1 �� � ����� �������� �� �������� �������� ���� ����

1 ≤ i1 < i2 < · · · < in < · · · � ���

c1
b1

+
c2
b1b2

+ · · ·+ ci1
b1b2 · · · bi1

=
C1

B1

.
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��� ��� ������� m ≥ 2� �� ���

cim−1+1

bim−1+1

+
cim−1+2

bim−1+1bim−1+2

+ · · ·+ cim
bim−1+1bim−1+2 · · · bim

=
Cm

Bm

,

����� B1 = b1b2 . . . bi1 ��� ��� ��� �������� m ≥ 2� Bm = bim−1+1bim−1+2 . . . bim �

����� ��� ������ ������ �������� ������� ��

c0 +
C1

B1

+
C2

B1B2

+ · · ·+ Cm

B1B2B3 · · ·Bm

+ · · · ,

���� Bm ≥ 2 ��� 0 ≤ Cm ≤ Bm − 1 ��� ��� m ≥ 1�

�� ��� ����� ������� �� ��� ������� ������ ������ ��������� ��� ��� ����

���� ������ ���� ������� �� ��� ��� �������� Q = (Bn)n� �� ���� ���� ���������

� ������������� ���� �� ���� ������� ��������� ��� �������� ���������� ���

����������� �� �� ��������

����� ����� ��� ��������� �� � ��������� ��� �������� ��������� ��� � ����

������ ����� �� �������� �� �� � �������� ������� ����� ������ � ������������ ���

����� ����� �������� �������� h ��� k ���������� 0 ≤ h < k ���� �����

Cn =
h

k
(Bn − 1) ��� ��� �������� n ≥ N,

��� ���� ������� ������ N �

������ ������� ����� ����� � �������� ������� N ��� �������� �������� 0 ≤ h ≤ k

���� ����

Cn =
h

k
(Bn − 1) ��� ��� �������� n ≥ N.

����� �� ����

CN

BN

+
CN+1

BNBN+1

+ · · ·+ CN+m

BNBN+1 · · ·BN+m

=
h

k
.



����� ��� Q���� ��������� �� ���� ������� ��

���������� ��� ���� ������ α ����� ��

c0 +
C1

B1

+
C2

B1B2

+ · · ·+ CN−1

B1B2 · · ·BN−1

+
h

k
,

����� �� � �������� ������� ����������� ��� α �� ��������� ��� α = p
q
����

(p, q) = 1� �� ��� ��������� �� σn(α)� ��� ���� ������� n ≥ 1� �� ����

bnσ
n(α)− cn = σn+1(α).

���������� �� α �� �������� ���� σn(α) �� ���� ��������� �� ������� ����������� ���

��� {σn(α)|n ∈ N} �� ������ ���� ����� ������ �� ���������� �������� (n�)� ��

�������� �������� ���� ����

σn1(α) = σn2(α) = · · · = σn�(α) = . . . .

����� α �� ��������� ����� ������ �������� 0 ≤ h < k ���� (h, k) = 1 ���� ����

σn�(α) =
h

k
, (h, k) = 1.

��� �� ����� � ������������ �� α ���� ������� �� ��� �������� (n�)��

C1

B1

=
c1
b1

+ · · ·+ cn1

b1 · · · bn1

���

Cm

Bm

=
cnm−1+1

bnm−1+1

+ · · ·+ cnm

bnm−1+1 · · · bnm

���

α =
C1

B1

+
C2

B1B2

+ · · ·+ Cm

B1 · · ·Bm

+ · · · .
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�� ��� ��������� �� ����� ��������� �� ���� ����

σn1(α) =
C2

B2

+
C3

B2B3

+ · · ·
���

σn�(α) =
C�+1

B�+1

+
C�+2

B�+1B�+2

+ · · · .

����� σn�(α) = h
k
��� ��� � ≥ 1� �� ��� �������� σn�+1(α) = B�+1σ

n�(α)−C�+1� ��

�������� ����

C�+1 =
h

k
(B�+1 − 1), ��� ��� � = 2, 3, . . . ,

����� ������� ������� ���� k|(B�+1 − 1)� ���� ������ ��� ������ �

�� �� ����������� �� ����� ����������� �� ���� ��� ��������� ��������� ����� ��

���� ������ �� ������ ��������

��������� ����� ��� Q = (bn)n≥1 �� � �������� �� �������� ��������� ���� bn ≥ 2

��� ��� �������� n ≥ 1� ������� ��� ����� ������� q ������� b1b2 · · · bn ��� ���

���������� ����� ������ �� n� ���� α ����� �� �������� �� �������� �� ��� ���� ��

����� ������ � �������� ������� N ���� ���� cn = 0 ��� ��� n > N �

������ �� cn = 0 ��� ��� n > N � ���� ������� �� ��� ���� α �� ��������� �����������

��� α �� ��������� ��� α = p
q
� ���� �� ����� ���������� ����� ����� �������� �������

0 ≤ h < k ��� �������� ������� N ���� ����

Cn =
h

k
(Bn − 1), ��� ��� �������� n ≥ N,

����� Bn = b1 . . . bn� ����� k|(Bn− 1) ��� ��� n ≥ N ��� �� ��� ���������� k|Bn

��� ��� ���������� ����� ������ �� n� �� �������� ���� k = 1 ��� ����� h = 0�

���� ������� ���� ���� Cn = 0 ��� ��� n ≥ N � ������ �� ��� ��������� �� Cn�



����� ��� �������� ������������� �� ��������� ���������� ���� ������� ��

�� �������� ���� cn = 0 ��� ��� ���������� ����� ������ �� n� ���� ������ ���

���������� �

��� ������� ������� ����� ����������� �� ������������� ��� �� ����� ������� ������

��� �������

��� ��� �������� ������������� �� ��������� �����

������ ���� �������

� ���� ������ α �� ���� �� �� �� ��������� ������ �� ����� ������ � ��������

���������� P (X) ∈ Z[X] ���� ���� P (α) = 0� ���������� ��� ���� ������ ��

������ � �������������� �������

�� 1844� ��������� ������ � ��������� ������� ���������� ��� �������� �������

������� �� ��������� ���� ��������

������� ����� ����������� ��� α �� �� ��������� ������ �� ������ d ≥ 2� ����

����� ����� � �������� �������� c(α) ���� ���� ��� ��� �������� ������� p
q
����

(p, q) = 1� q > 0� �� ���� ����α− p

q

���� ≥
c(α)

qd
.

������ ��� ��� ����� ��� ������� �� ��

��������� ��� ��� ���� ��� ����������� �������� �������� �� ��������������

�� ����� ���� ������� ����������� �� ���������� �� ������ ���� ��� ���� ������

∞�

n=1

1

10n!

�� ���������������

�� 1955 �� �� ���� ������ ����������� ��� ��������� ������ ����������� ��

����������� ��������
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������� ����� ��� α �� �� ��������� ������ ��� � �� � �������� ���� �������

����� ��� ���������� ����α− p

q

���� <
1

q2+�

��� ���� ������� ���� ������� �������� �� (p, q)� ���� q > 0�

����� ���� �������� �� ��� �������� ���� ��� ���� ������

∞�

n=1

1

103n

�� ���������������

�� ����� �� ����� ��� ������� ������������ �� ���� ����������� �� ���� ��

��������� p����� �������� ������ �� � ����� ��������� K ���� Q� ������ �� �����

����� ��� p����� �������� ����� �� Q ��� ���� �� ����� ������ ���� ��������

����� ��� � ����� ��������� K ���� Q�

��� p �� � ����� ������ �� Z� ��� x/y �� ��� �������� ������ �����

x ∈ Z\{0}� y ≥ 1 ������� ��� (x, y) = 1� �� �����

���p(x/y) =





n �� pn�x

−n �� pn�y.

����� ��� p����� �������� ����� �� Q� ������� �� | · |p ��� ������ ��

����
x

y

����
p

=

�
1

p

����p(x/y)

��� |0|p = 0.

�� ���� ��� ��� ��� ����� �������� ����� | · | �� Q �� ������� �� | · |∞�

���� ��� K/Q �� � ������ ���� ��� OK �� ��� ���� �� ��������� ����� ���

��� ����� ������ p ∈ Z� ��� ����� pOK �� OK ��� �� �������� ���� ������� ��



����� ��� �������� ������������� �� ��������� ���������� ���� ������� ��

����� ������ ��

pOK = pe11 . . . pegg

���� ei ≥ 1 �������� ��� pi ��� ����� ������ �� OK � ����� pOK ⊂ pi ��� ���

i = 1, 2, . . . , g� �� ���� ���������� �� ��� pi|p �pi ������� p� ��� ��� i = 1, 2, . . . , g�

����� K �� ��� �������� ���� �� OK � ��� α ∈ K ��� �� ������� �� α = x/y

����� x, y ∈ OK ���� ���(xOK , yOK) = OK � ���������� ��� ��� α ∈ K ��� ���

� ����� ����� ����� p �� OK � �� ��� �����

���p(α) =





n �� pn�xOK

−n �� pn�yOK

����� ��� ��� �������� ����� ����� p �� OK � ��� ���� �� p ������� �� Np ���

������ �� Np = |OK/p|� ����������� �� ��� �������� ���� ������ �� ����� �� ��

������� ���� �� ��� ������ ��� p����� �������� ����� ��� ��� α ∈ K\{0} ��

|α|p =
����
x

y

����
p

=
�

p|p

�
1

Np

����p(α)

.

�� p = ∞� ���� �� �����

|α|∞ = |NK/Q(α)|,

����� NK/Q(α) �� ��� ���� �� α ������ �� ������� ��� ��� ������� �� ��� ���

������ ���������� �� α� �� K/Q� ���� ����� ����������� ��� ��� ����� ���

������� �������

|α|∞
�

p

|α|p = 1

����� ��� ��� α ∈ K\{0}�

�� ����� ������ ������� ������ ������� ���������� ��� �� ������ ��� ���������

��������



�� ����� ��� ������� �������� �������

������� ����� ��������� �������� ��� α �� �� ��������� ������ ��� � > 0�

��� S �� � ����� ��� �� �������� ������� ���� ��� ����������

��

�∈S
|p|�.|q|�

�����α− p

q

���� <
1

q2+�

��� ���� ������� ���� ������� ��������� �� (p, q) ���� q ≥ 1�

��� ��� ������� �������� �������

� ���������������� �������������� �� ������ ��� �������� ������� �� ����� ��

��� ������� �������� �������� �� �� �������� �� �������� �� ������� �� 1972

���� ��� �������� ������� ���� ��� ��� �������� ���� ������� ����� � ������� ���� ��

���� �������

������� ����� ��������� �������� ��� n > 1 �� �� ������� ��� ��� L1, . . . , Ln

�� ����� �������� ����������� ������ ����� �� n����������� ����� ���������� ���

��������� �������� ��� � > 0 �� ������ ���� ��� ���

T1 =

�
(y1, . . . , yn) ∈ Zn :

n�

i=1

|Li(y1, . . . , yn)| < (max{|y1|, . . . , |yn|})−�

�

�� ��������� �� � ����� ����� �� ������ ��������� �� Qn�

�� � ����������� �� ��� �������� �������� �� ���� ��� ��������� ���������

����������

��������� ����� ��� ��� ����� ������� m ≥ 2� ��� α1,α2, . . . ,αm �� ���� ����

����� ��� δ > 0 �� � ���� ������ ���� ���� δ > 1
m
� ������� ����� ����� ���������

���� (m+ 1)������� (p1n, p2n, . . . pmn, qn) �� �������� ���������� qn �= 0 ���

����αi −
pin
qn

���� <
1

q1+δ
n

, ��� 1 ≤ i ≤ m. �����



����� ��� ������� �������� ������� ��

���� ������ ��� ���� ������� 1,α1,α2, . . . ,αm ��� Q��������� ��������� �� ��

����� ��� �� αi�� �� ���������������

������ ������� ���� �� ���������� �� ��� ������ ���� ��� �������� ����� �� ���

���� ������� α1,α2, . . . ,αm �� ���� ���� 1� �� ��������� �� ����

|qnα1 − p1n| <
1

qδn
;

|qnα2 − p2n| <
1

qδn
���

|qnαm − pmn| <
1

qδn
. �����

������� ��� ���� ������� α1,α2, . . . ,αm ��� ���������� �� ����� �� ����� ���

����� �� ����� ���� 1,α1,α2, . . . ,αm ��� Q��������� ����������

�� ����� �� ����� 1,α1,α2, . . . ,αm ��� Q��������� ���������� �� ����� �����

������� ����������� �������� ������ ����� ���� ��������� ����������

L0(X1, X2, . . . , Xm) = X1,

L1(X1, X2, . . . , Xm) = α1X1 −X2,

���

Lm(X1, X2, . . . , Xm) = αmX1 −Xm. ������

�������� ��� ����� ������ ����� ��� �������� ������������

�� ����� ������� ����������� �� ���� �� ������� ��� ��������

m�

i=0

|Li(p1n, p2n, . . . , pmn, qn)|.



�� ����� ��� ������� �������� �������

����� ���� �������� ��� ����������� �� �������� ����

m�

i=0

|Li(p1n, p2n, . . . , pmn, qn)| < (max(|p1n|, |p2n|, . . . , |pmn|, |qn|))−δ� ,

����� ��� ��������� ���� �������� n ��� ��� ���� δ� > 0� ������ �� �������

����������� ��� ����� �������� ������� ������� ������ X(n) = (p1n, p2n, . . . , pmn, qn) ���

���� �� ������� ���� ������ ��������� �� Qm+1� ���������� ����� ������ � ������

�������� �� Qm+1 ���������� ����� ������� ������� ������� ���� ��� ����� ������ �

�������� ����� (z1, z2, . . . , zm+1) ∈ Zm+1 ���� ����

z1qn + z2p1n + z3p2n + · · ·+ zm+1pmn = 0

����� ��� ��������� ���� ������ �� n� ���� ������� ����

lim
n→∞

�
z1 + z2

p1n
qn

+ z3
p2n
qn

+ · · ·+ zm+1
pmn

qn

�
= 0

=⇒ z1 + z2α1 + z3α2 + · · ·+ zm+1αm = 0.

������ 1,α1, . . . ,αm ��� Q��������� ���������� ���� ������ ��� ����������

�� 1977� ����������� ������ ����������� ������� ���������� ��� ������ ������ ����

���������� �� ���� ��� ��������� ��������

������� ����� ��� �� ������������ ��� Sf �� � ����� ������ �� ����� �������

��� ��� S = Sf ∪ {∞}� ��� n > 1 �� �� �������� ��� ����� ����� p ∈ S�

L1,p, . . . , Ln,p �� ��� ����� �������� ����������� ������ ����� �� n���������� �����

���������� ��� ��������� �������� ��� � > 0 �� ������ ���� ��� ���

T2 =

�
(y1, . . . , yn) ∈ Zn :

�

p∈S

n�

i=1

|Li,p(y1, . . . , yn)|p < (max{|y1|, . . . , |yn|})−�

�



����� ��������� �������� ��

�� ��������� �� � ����� ����� �� ������ ��������� �� Qn�

��������� �� ������� ���������� �� �� �������� ���������� �� ���� ������ �� ������

���� ��� ������� ������ ���� ��� ������ ������ ��� ��� ��������� �� ����� ���

���������� ���� Q�

���������� �� ��� Sf �� � ����� ������ �� ����� ������� ��� ��� S = Sf∪{∞}�

��� n > 1 �� �� �������� ��� ����� ����� p ∈ S� ��� ��� ����� ������ �����

L1,p, . . . , Ln,p �� n����������� ����� ���������� ��� ��������� �������� �� ��������

������������ ��� � > 0 �� ������ ���� ��� ���

T3 =

�
(y1, . . . , yn) ∈ Zn :

�

p∈S

n�

i=1

|Li,p(y1, . . . , yn)|p ≤
1

logn−1+� (max{|y1|, . . . , |yn|})

�

�� ��������� �� � ����� ����� �� ������ ��������� �� Qn�

��� ��������� ��������

��� ���� ������� �� ������� �������

� ������ ��������� �������� �� �� ���������� �� ��� ����

a0 +
1

a1 +
1

a2 +
1

a3 + ���

������

����� ���� ai ∈ Z ��� ai ≥ 1 ��� i ≥ 1� �� �� ���� ������� �� [a0; a1, a2, . . . , an, . . . . . .]�

�� ���� ���������� �������� � ����� ������ �� ������ �� �� ������ � ����� ������ ����

������ ��������� ��� ����� ��������� �������� pk
qk

= [a0; a1, a2, . . . , ak]� 0 ≤ k ≤ n

�� ������ ��� k�� ���������� �� [a0; a1, a2, . . . , an]� ��� (an)n≥0 �� �� ������� ���

������ �� �������� ���� ai ≥ 0 ��� i ≥ 1� ��� �� ����� ��� ������� ������



�� ����� ��������� ��������

��������� �������� [a0; a1, a2, . . .] �� ��� ����� �� �� ��� ��������
�

pn
qn

�
n≥0

�

� ����� ������ ��������� �������� ���������� � �������� ������� �����������

�� ����� ��������� ���������� �� ��� ����� ���� ����� �������� ������ ��� ��

��������� �� � ����� ��������� ��������� ���������� ����� ������� ������ ���������

�������� �� ����������� ��� ����� ���������� ������ ��� �� ��������� �� �� �������

������ ��������� ���������

���������� � ������ ��������� �������� �� ������ �������� ���� ������ k ��� ��

������� k ≥ 1� �� ����� ������ � �������� ������� N ���� ���� an = an+k ��� ��� n ≥

N � �� ������ ���� � ��������� �������� �� [a0; a1, a2, . . . , aN−1, aN , . . . , aN+k−1]�

�������� ������ ������ � ��������� ��� �������� ��������� ��� � ���� ������ α

������� �� ���������� �� �� � ��������� ���������� �� ��� ���� �� ��� ��������� ��������

�� ���������

�� �� ����������� �� ��������� �������� ������� �� ���� ��� ��������� �������

������� ����� ��� m �� � �������� ������� ����� �� ��� � ������� ������� ���

n �� ��� ������ �� ��� ��������� �������� ��
√
m ��� pr/qr �� ��� r��� ����������

�� ��� ��������� �������� ��
√
m� ����� �� �����

p2n−1 −mq2n−1 = 1

��� ��� ����� �������� ��������� �� ��� ���� �������� X2 −mY 2 = 1 ��� ����� ��

x� + y�
√
m = (pn−1 + qn−1

√
m)�, ��� ��� �������� � ≥ 1.



����� ������� ������������ ������ � ��

������ ��� ��� ����� ��� ������� �� 110� �� ���� ��� ��������� ����������� ��

������� �����������

����� ����� ��� 1 ≤ a1 < a2 �� ��� �������� ���� ���� a1a2 �� ��� � ����

���� ������� ����� ����� ����� ��������� ���� ����� (X, Y ) �� �������� ��������

����������

X2 − a1a2Y
2 = 1 ��� X ≡ 1 mod a2. ������

������ �� �������� ��� ��������� ������ ���������

X2 − a1a2Y
2 = 1. ������

�� ������� ����������� ��� �������� ���������� ��� � ����������� �������� ������� ��������

(pn−1, qn−1) �= (±1, 0) ����� pn−1/qn−1 �� ��� (n − 1)��� ���������� �� ��� ����

������ ��������
√
a1a2 ��� ��� ������ �� n� ����� ���� ���� p2n−1 ≡ 1 (mod a2)�

����� �� ������� ����������� �� ���� ���� ��� ��� ����� �������� ��������� �� ����������

��� ����� �� X� +
√
a1a2Y� = (pn−1 +

√
a1a2qn−1)

� ��� ��� �������� � ≥ 1� ��

������ � = 2k ��� ��� k ≥ 1� ���� X2k + Y2k
√
a1a2 = (Xk +

√
a1a2Yk)

2 =

X2
k + a1a2Y

2
k + 2

√
a1a2XkYk �� � �������� �� ����������� ����� ��� �������� (Xk, Yk)

�� ���������� �������� X2
k ≡ 1 (mod a2) ��� �� ��� ������ �� X2k = X2

k + a1a2Y
2
k �

������� �� ��� ���� X2k ≡ 1 (mod a2)� ����� �� ����� ��������� ���� ���������

(X2k, Y2k) �� ����������� ���� ������ ��� ������

��� ������� ������������ ������ �

��� ���� ������� �� ������� ������� ������ ��� ������� �� ����� ���� ��� ���������

����������

��������� ����� �� ��� ���� ��� �������� (xn) �� ���� ������� �� ���������



�� ����� ������� ������������ ������ �

����������� ��� 1� �� ��� ��� ������ E = [a, b] �� [0, 1)� �� ���� ����

lim
N→∞

����{n|1 ≤ n ≤ N, {xn} ∈ E}
N

= b− a ������

����� {xn} ������ ��� ���������� ���� �� xn�

��� ��������� ���������� �� ������ ���� �� ��� �������� (xn) �� ��������� �����������

��� �� ���� ��� ��� �������� I = (c, d) �� [0, 1)� ����� ����� ��������� ����

�������� ������� n ���� ����

c < {xn} < d.

���� ���� �� � �������� (xn) �� ��������� ����������� ��� �� ���� ��� ��������

({xn})n �� ����� �� [0, 1)� �� ���� ���� ����� ������ � ������ E = (a, b) �� [0, 1)

���� ���� E ∩ ({xn}) = φ� ���� ������� ����

lim
N→∞

����{n|1 ≤ n ≤ N, {xn} ∈ E}
N

= 0,

����� �� � ��������������

��� ��������� ������ ����� � ��������� ��� �������� ��������� ��� � ��������

(xn)n �� �� ��������� ����������� ��� ��

������� ����� ������� ���������� � �������� (xn)n �� ��������� �����������

��� � �� ��� ���� �� ��� ����� �������� ������� m� �� ����

lim
N→∞

1

N

N�

n=1

e2πimxn = 0.

��������� �� ��� �������� (nα)n� ���� ������� �� ������ �� α. �� α ��

��������� ��� α = h
k
� ���� ��� �������� {nα} ����� k �������� ������

0,

�
h

k

�
,

�
2h

k

�
, . . . ,

�
(k − 1)h

k

�
.



����� ������� ������������ ������ � ��

���������� �� ���������� �� �������� ���� ��� �������� (nα)n �� ��� ��������� ����

�������� ��� ��

�� α �� �� ����������� ���� ��������� �� ���������� ��������� �� ��������

������ ���������� �� �������� ���� ��� �������� (nα)n �� ��������� �����������

��� �� �� ���������� ���� ������� ���� ��� �������� ({nα}) �� ����� �� [0, 1)�

��� �� ���������� ��� ��������� �� ������� ������������ ��� � �� ������

�����������

��������� ����� ��� s ≥ 1 �� �� �������� �� ��� ���� ��� �������� (xn)n≥1 ��

Rs �� ��������� ����������� ��� 1� �� ��� ��� ������ E = [a1, b1]× [a2, b2]× · · · ×

[as, bs] �� [0, 1)s� �� ���� ����

lim
N→∞

����{n|1 ≤ n ≤ N, {xn} ∈ E}
N

=
s�

i=1

(bi − ai),

����� {xn} ������ ��� ���������� ����� �� ���� ������������ �� xn�

��� ��� ������� x = (a1, a2, . . . , as) ��� y = (b1, b2, . . . , bs)� �� �����

< x, y >= a1b1 + · · ·+ asbs ��� �������� ����� ������� �� Rs� ��� �� ���� ���

��������� ��������� �� ������� �����������

������� ����� ������� ���������� � �������� (xn)n≥1 �� Rs �� ��������� ����

�������� ��� 1 �� ��� ���� �� ��� ����� �������� ������� ����� h ∈ Zs� �� ����

lim
N→∞

1

N

N�

n=1

e2πi<h,xn> = 0.

������ ��� ��� ����� ��� ������� �� 48�

�� ���� ��� ��������� ����������� �� ������� �����������

��������� ����� ��� α1� α2, . . . ,αr �� ���� ������� ���� ���� 1,α1, . . . ,αr ���



�� ����� ������� ������������ ������ �

Q��������� ������������ ���� ��� �������� �� ������

({nα1}, {nα2}, . . . {nαr})n≥1

�� ��������� ����������� ��� 1 �� Rs�

������ ����� 1,α1, . . . ,αr ��� Q��������� ������������ ��� ��� �������� �������

����� h ∈ Zr� �� ����< h,α > �� �� ���������� ������� ����� α = (α1,α2, . . . ,αr)�

����� �� ������� ����������� �� �������� ���� ��� �������� (n < h,α >)n �� ����

������ ����������� ��� 1� ���� ������� ����

lim
N→∞

1

N

N�

n=1

e2πi<h,xn> = 0,

��� ��� �������� ������� ����� h ∈ Zr� ���� ������ ��� ����������



CHAPTER2
�������� ���� ���������� ���

���� ������� �� � ��������������

���������

��� b ≥ 2 �� �� ������� ��� α �� � �������� ���� ������ ������� �� b���� ������

����� �� ����� ������������ ������� ��� ���� ���� �������� � ��������� ��� ��

���������� ������ �� �� � �������������� ������ ����� b���� ���������� �� ����

�������� ����� ��� ���������� �� ��� �������� ������ ����������� �� ������ ����

��������� ��� ���� ����� ����� �� ���������� �������� ��� ������� �� ���� �������

���� ���� ��������� �� �������

��� ������������

�� ������ � ��������� �� b���� ��������� ����� �� ��� ��������� ������� �� �����

��� ��

��



�� ����� ������������

��� b ≥ 2 �� �� �������� �� ��� � �������� ���� ������ α �� ������� ��

���� b� �� ����� ����� a0 ∈ Z ��� ������������ �������� a1, a2, . . . , ak, . . . ����

0 ≤ ak ≤ b− 1 ���� ����

α = a0 +
a1
b
+

a2
b2

+ · · ·+ ak
bk

+ · · · . �����

��������� ����� � b���� ��������� α = a0.a1a2 . . . an . . . �� ���� �� �� �������

���� ��������� �� ����� ������ � �������� ������� N ���� ����

aN+k = ak ��� ��� k ≥ N0

��� ���� ������� N0 ≥ 1. ��� ����� �������� ������� N ���������� ��� ����� ����

������ �� ������ �������

���� b���� ��������� �� ���� ������ ����� � ��������� ��� �������� ���������

��� �� �� �� � �������� ������� �� ����� �� ���� ��� ���������� � �������� ����

������ α ��� � ���������� �������� b���� ��������� �� ��� ���� �� α ∈ Q� ��

���� ����� ���� ������ �� ��� ���� ��������

�� ����� ������������ ������� ��� ���� ���� ���� ���� �� ����� ������ ���

����������

������� �� ����� ��� ����� ��� b ≥ 2 �� �� �������� ��� α ∈ [0, 1) �� � ��������

���� ������ ���������� ��������� ������� ����� ������ � > 0 ��� ����� ����� ���������

���� 3������� (jn, kn, �n) �� ������� ������� ����������

ajn+i = ajn+kn+i ��� ��� i = 1, 2, . . . , �n ��� ��� ��� n = 1, 2, . . . �����



����� ������������ ��

���

�(jn + kn) ≤ �n ≤ kn ��� ��� n = 1, 2, . . . . �����

���� α �� ������ � �������� ������ �� � �������������� �������

�� ���� ������ ����� ��� ����������� ������� kn ��� �n �� ������� � ��

��������

������ ����� �� ������� �� ���� ��� ����� ���� ��� �������� {kn} �� ���

�������� �� ���� ��� �������� {kn} �� �������� ���� ��� ����� ������ � ��������

K > 0 ���� ���� kn ≤ K ��� ��� n = 1, 2, . . . . ���������� �� ��������� �� �� ����� ����

�n ≤ K ��� ��� n = 1, 2, . . . ��� �����

�(jn + kn) ≤ kn ≤ K =⇒ jn ≤ jn + kn ≤ K�−1

��� ��� �������� n ≥ 1� ���� ����� ���� kn, �n ��� jn ��� �������� ����������

��� ������ �� ������ (jn, kn, �n) �� ������ ����� �� � �������������� �� ����� ����

�������� ��� ������ ������� ��� �������� {kn} �� ������� �� ���������� �� ���

���� ����� ���� ��� �������� ������� ������ �� ����� ������� ��

������ ����� �� ������ ���������� ��� ��������� �� ��� ���� ��� �������� {�n} ��

���� ����������

��� α > 1 �� � �������� ���� ������ ��� U �� � ����� ���� �� �������� {0, 1}�

����� �� ����� ��� ���� Uα �� ������������� ����� U [α]U �� ����� U � �� ���

����� �� ��� ���� U �� ������ �(α − [α])|U |�� ���� |U | ������� ��� ������ ��

��� ����� [x] ������� ��� �������� ���� �� x ��� �x� ������� ��� ����� �������

≥ x �� ��� ���� ������ x� ���� � ���� Uα �� ���� �� α������� ���� �� ���

���� α������� ������ �� ������ ��������� �� ���� ���� ������ �� ����� ����

��� ���� Uα ������ ����� ������ �� ��� ������ ��������� ��� ����� ���� U � ��

�� ����������� �� ������� �� �� ����� ����������� ��� ��������� ���� ������



�� ����� ������������

���� ����� ��������� ���������� �������� ��������� ���� ����������� �� 7/3�������

�� ��� ������ ���������� �� ��� ���� ������ ���� ������ ���� ����� ���������

������ �������� ������ ��������� ���� ����������� �� ������� �� ��������� ����

����������� �� ��� �� ��� ������ 010 �� 02120 �� ��� ������� ����������

�� ��������� �� ��� ���� �n ������ ������� �(jn+kn) ��� kn� �� ���� �������� ��

���� �� ��� ����� ����� ��� �n� ���� ���������� �� ����� ��� ��������� ��������

������� ����� ��� b ≥ 2 �� �� �������� ��� α ∈ [0, 1) �� � �������� ����

������ ���������� �������� ��� � > 0 �� ������ ������� ����� ����� ��������� ����

3������� (jn, kn, �n) �� ������� ������� ���������� �������� ���

(2 + �)(log(jn + kn) + log log b)

log b
≤ �n ≤ kn. �����

�� ��� ��������������� ���������� �� ���� ���� ���������� � �� ������� ��� ����

α �� ������ �������� �� ���������������

���� ���� ��� ����� �����
(2 + �)(log(jn + kn) + log log b)

log b
�� ���� �������

���� ���� �� �(jn+kn) ��� ����� �������� � ����� ����� �� ���� ������� �� �������

��� ���������� �� ������� � �������� �� ��� ������ �� ������������ �������

��� ���� ���� �� ��� ������� �� �� �������� �����������

�� ���������� ������� ����������� �� ���� un = n[log n]2 ��� ��� �������� n ≥ 1 ���

���

α =
�

n≥1

1

10un

������� �� ���� 10� �� ������� ����������� �� ������� ���� α �� � ��������������

������� �� ��� ����� ���� �� ������� ���� ��� ����� �� ������ �� ������� 1
10un

���

1
10un+1 �� �� ������ un+1−un−1 = (n+1)[log(n+1)]2−n[log n]2−1 ≥ 100[log n]

��� ��� ���������� ����� ������� n ��� ����� α ������ �� � �������� �������

���� ��� ��� ����� ������ �������� n� �� ��� �n = 60[log n], jn = n[log n]2 ���



����� ������������� ��

kn = (n+1)[log(n+1)]2−n[log n]2� ������ �� ���� jn+kn = (n+1)[log(n+1)]2�

���������� ����� ���� ��� ����� ��� � > 0 ���� ���� �(jn + kn) ≤ �n ��� ���������

���� ������ �� n� �������� �� ���� ����

log(jn + kn) = log(n+ 1) + 2 log([log(n+ 1)]) ≤ 16[log n]

��� ��� ���������� ����� ����� �� n. �� ������ � = 1 �� ��� ��������� �� �������

����������� �� ��� ���� �n �������� ��� �������� ����� ����� ��� ����� �� �����

��� ����������� α ���� �� � �������������� ������� �������� ��� ���������������

���������� �� �����

��� �������������

�� ���� �������� �� ����� ����� ����� �������������

����������� ����� ��� r �� ��� �������� �������� ��� p1, p2, . . . , ps �� ��� ����

����� ����� �������� �� r� ����

�

p∈{∞,p1,p2,...,ps}
|r|p = 1.

������ ����� p1, p2, . . . , ps ��� ���� ����� �������� �� r� �� ��� �����

r = pe11 · · · pess , ����� ej ≥ 0, ��� 1 ≤ j ≤ s.

��� p �� ��� ����� ����� ���� p1, . . . , ps� �� ��� ��������� �� p����� ��������

������ �� ��������� �� ������� �� �� ���� |r|p = 1 ��� �����

�

p∈{∞,p1,p2,...,ps}
|r|p = |r|∞ · 1

pe11
· · · 1

perr
= 1.



�� ����� ����� �� ������� ����������

�

��� ����� �� ������� ����������

����� �� ������� ����������� ����� ���� ����� ����� � > 0 ��� � �������� (jn, kn, �n)n

�� 3������� �� ������� ������� ���������� �������� ��� ���������

����� ����� ����������� �� ����� ��������� � �������� {αn}n �� �������� ����

���� �� �������� ��� ���� n ≥ 1� �� ���

αn = 0.a1a2 . . . ajnajn+1 . . . ajn+kn ,

����� ajn+1 . . . ajn+kn ����� ���� ����� �� ������ ��� ���������� ������ �� ������

������ ����������� αn �� � �������� ������ ��� ��� �������� n ≥ 1� ����� �� ����

αn =
a1
b
+ . . .+

ajn
bjn

+
�ajn+1

bjn+1
+ . . .+

ajn+kn

bjn+kn

��
1 +

1

bkn
+

1

b2kn
+ . . .

�

=
a1
b
+ . . .+

ajn
bjn

+
�ajn+1

bjn+1
+ . . .+

ajn+kn

bjn+kn

� bkn

(bkn − 1)
=

pn
bjn(bkn − 1)

��� ���� ������� pn ��� ��� �������� n ≥ 1� ����������

bjn(bkn − 1)αn = pn ��� ��� �������� n ≥ 1. �����

����� ajn+1 = ajn+kn+1, . . . , ajn+�n = ajn+kn+�n � �� ����

|α− αn| =

����α− pn
(bkn − 1)bjn

���� ≤
|ajn+kn+�n+1 − ajn+1|

bjn+kn+�n+1
+ . . .

<
b− 1

bjn+kn+�n+1

�
1 +

1

b
+ . . .

�

≤
�

b− 1

bjn+kn+�n+1

��
b

b− 1

�
=

1

bjn+kn+�n
.



����� ����� �� ������� ���������� ��

�����

|α− αn| <
1

bjn+kn+�n
��� ��� �������� n ≥ 1. �����

��������

��bjn+knα− bjnα− pn
�� =

��bjn+knα− bjnα−
�
bjn(bkn − 1)

�
αn

��

= bjn(bkn − 1)|α− αn|

<
bjn(bkn − 1)

bjn+kn+�n
<

1

b�n
.

����� �� ����
��bjn+knα− bjnα− pn

�� < 1

b�n
. �����

�� ������ ����������� �� ���� ���� ���� ��� �������� {kn} �� ���������� �����

��� ���� �� ����������� �� ����� ������ ����

k1 < k2 < . . . < kn < . . . ���� ���� kn → ∞ �� n → ∞. �����

����� �� ���� �� ����� α �� ������ �������� �� ��������������� �� ����� ������

���� α �� ��� � �������������� ������ ���� ����� �� �� �� ��������� ��������

��� �� ����� ��� ������ �� ���� �� ����� α �� � �������� �������

�� ����� �� ����� α �� � �������� ������� �� ����� ����� ��� �������� � ����

���������� ����������� ��� ��� S = {∞}∪ {p : p �� � ����� ��� p|b} �� � �����

������ �� ����� ������� ����� �������� ��� ������� ������ ��� ���� ����� q ∈ S�

�� ���� �� ����� �������� ����������� ������ ����� ���� ��������� �����������

��������

L1,∞(X1, X2, X3) = X1

L2,∞(X1, X2, X3) = X2



�� ����� ����� �� ������� ����������

L3,∞(X1, X2, X3) = αX1 − αX2 −X3. �����

�������� �� α �� ���������� ��� ������ ���� Li,∞ �� ���� ��������� ���������� ���

��� i = 1, 2, 3� ����� ��� ����������� �� ��� ��������� ������




1 0 0

0 1 0

α −α −1




�� ��������� �� �������� ���� L1,∞, L2,∞ ��� L3,∞ ��� �������� ����������� ������

������ ���� ��� ��� ����� ����� p ∈ S� �� �����

L1,p(X1, X2, X3) = X1

L2,p(X1, X2, X3) = X2

L3,p(X1, X2, X3) = X3. ������

�������� ��� ������ ����� L1,p, L2,p ��� L3,p ��� �������� ������������

��� ��� ������� n ≥ 1� �� ���

x(n) =
�
bjn+kn , bjn , pn

�
∈ Z3. ������

����� αn ∈ (0, 1) ��� ��� n = 1, 2, . . .� �� ��� ���� pn < bjn+kn ��� ������ �� ���

max{|bjn+kn |, |bjn |, |pn|} ≤ bjn+kn ��� ��� n = 1, 2, . . . , ������

����� |xi|p ≤ 1 ��� ��� xi ∈ Z\{0} ��� ��� ��� ����� ������ p�

�� ����� �� ����� ��� ������������� ����������� �� ���� �� ������� ���



����� ����� �� ������� ���������� ��

��������
3�

i=1

�

q∈S

��Li,q

�
x(n)

���
q
. ������

����� ���� ����

3�

i=1

|Li,∞((bjn+kn , bjn, pn))|∞ = bjn+knbjn
��αbjn+kn − αbjn − pn

��
∞ . ������

��� ��� ����� q ∈ S\{∞}� �� ����

3�

i=1

|Li,q((b
jn+kn , bjn, pn))|q = |bjn+kn |q|bjn |q|pn|q. ������

���������� �� ���������� ��� ����������� ����������� �� ���

3�

i=1

�

p∈S
|Li,p(x

(n))|p =
�

p∈S
|bjn+kn |p

�

p∈S
|bjn |p|αbjn+kn − αbjn − pn|

�

p∈S\{∞}
|pn|p

≤ |αbjn+kn − αbjn − pn|.

����� �� �������� �� ���
3�

i=1

�

p∈S
|Li,p(x

(n))|p <
1

b�n
. ������

�� ��������� �� ��� ����

(2 + �)(log(jn + kn) + log log b)

log b
≤ �n ⇐⇒ log(2+�)(bjn+kn) ≤ b�n .

����� ���� ���������� �� ����

log2+�
�
max{|bjn+kn |, |bjn |, |pn|}

�
≤ b�n .



�� ����� ����� �� ������� ����������

�� ������� ���� ����������� �� ����������� �� ���

3�

i=1

�

p∈S
|Li,p(x

(n))|p ≤
1

log2+� (max{|bjn+kn |, |bjn |, |pn|})
.

���� ��� ��� n� ��� ��� ���� ������� ������ x(n) ∈ Z3 �������� ��� ���������� ��

������������� ����������� ����� �� ���������� �� ��� ������� ������� ������

x(n) = (bjn+kn , bjn , pn) ��� �� ������� ���� ������ ��������� �� Q3 ��� ��� �������

n ≥ 1� ���������� ����� ������ � ������ �������� �� Q3 ���������� ��� �������

������� ����� x(n) = (bjn+kn , bjn , pn) ��� ��������� ���� ������ �� n� ���� ��� �����

����� �������� a1, a2 ��� a3 ���� (a1, a2, a3) �= (0, 0, 0) ���� ����

a1b
jn+kn + a2b

jn + a3pn = 0 ������

����� ���� ��� ��������� ���� ������ �� n���

����� ���� ���� a3 �= 0� �� ���� �� ������ ���� a3 = 0� ����� �������� �� ����

a1 �= 0 ��� a2 �= 0� ����� ��� ��������� ���� ������ �� n��� �� ���

a1b
jn+kn + a2b

jn = 0 =⇒ bkn = −a2/a1,

����� ������� ���� kn �� ������� ��� ����� ������ �� n ������ �� ���� ����� ����

(kn)n �� ��������� ����� �� � ������������� �� ��������� ���������� �� �������� ����

a3 �= 0� ���� �� ����������� �� ��������

lim
n→∞

�
a1

bjn+kn

bjn(bkn − 1)
+ a2

bjn

bjn(bkn − 1)
+ a3

pn
bjn(bkn − 1)

�
= 0

lim
n→∞

�
a1

bjn+kn

bjn(bkn − 1)
+ a2

bjn

bjn(bkn − 1)
+ a3αn

�
= 0

=⇒ lim
n→∞

�
a1b

kn

bkn − 1
+

a2
bkn − 1

+ a3αn

�
= 0

=⇒ a1 + a3α = 0,



����� ����� �� ������� ���������� ��

����� ������� α �� � �������� ������� ���� ������ ��� �������� �



�� ����� ����� �� ������� ����������



CHAPTER3
�� ������������� ��������� ���

������ ������

��� Q = (bn)n �� � �������� �� �������� �������� ���� bn ≥ 2 ��� ��� n ≥ 1�

�� ���� ������� �� ����� ��� ������������� �� ������� ������ ������ ��� Q����

����������� ���� ������� �� ��� ���� Q� ��� ������� �� ���� ������� ��� ����

��������� �� �������

��� ������������

�� ������ � ��������� �� Q���� ��������� ����� �� ��� ��������� ������� ��

������� ��

��� Q = (bn)n �� � �������� �� �������� �������� ���� bn ≥ 2 ��� ��� ��������

n ≥ 1� �� ��� � �������� ���� ������ α ��� Q���� ��������� ��� ������

������ ��������� ���� ������� �� Q�� �� ����� ����� c0 ∈ Z ��� ������������

�������� c1, c2, . . . , cn, . . . ���� 0 ≤ cn ≤ bn − 1 ��� ��� �������� n ≥ 1 ���� ����

��



�� ����� ������������

c0.c1c2 · · · cn · · · � ��� �� �� ������ �� � ������ �� ��� ����

c0 +
c1
b1

+
c2
b1b2

+ · · ·+ cn
b1b2b3 · · · bn

+ · · · . �����

������������� �� ������ ������ ��� � ���� �������� �� ����� ������ ��� ��� ����

��� ������� ��� ������������� �� ���� ������ ��� �� ���� ��� ��������� ���������

��� �������� ���������� ��� α �� � ���� ������ ����� �� ��������� ������� ��� �����

������� q ≥ 1� ����� ������ �� ������� n ���� ���� q ������� Bn = b1 . . . bn ���

cn > 0 ��� ��������� ���� ������ �� n� ���� α �� �� ���������� �������

�� ����� ��������� ���� ������ � ��������� ��� �������� ��������� ��� � ����

������ α ������� �� �������� �� �� �� ���������� ������ �� �������� ��� ���� �������

q ≥ 1� ����� ������ �� ������� r ��� � ����������� (in)n≥1 �� ������� �������

���� ����

r

q
< αin <

r + 1

q
��� ���� n = 1, 2, . . .

�����

αi :=
ci
bi

+
ci+1

bibi+1

+
ci+2

bibi+1bi+2

+ · · ·

����� �� ������� �� α ��� ��� �������� i ≥ 1� �� ����� ����� ��� ������ ������

������� ��� ������������� �� ��� ������

∞�

n=1

φ(n)

b1b2 · · · bn
���

∞�

n=1

σ(n)

b1b2 · · · bn
,

����� φ(n) ������� ��� ����� ������� �������� ��� σ(n) =
�

d|n
d�

����� ����� ��� ��������� ������ ���� ���� ����� ��� ��������� ������� ������

������ ��� ������ �� ��������� ��� ���� �������� ���� �� ��� ������ �� �����

��� �������

�� �� ���� ���� �� ������� �� ��� Q���� ��������� ����� �� ������ �� ��������



����� ���� ������� ��

�� ��� �������������� �� ��� ����� b���� ���������� ����� ��� ���� �������������

������� ��� b���� ��������� ����� ��� �������� �������� �� ��������� ��� ��

��� ������ ���� ��� �� ����������� ��� ������� ����� �� ����� �� ����� ����

������ ��� ������� ������� �� ���� �������� �� ���� �� �� ���� ����������

��������� ����� ��� ���� ������� α ��� α� ��� ���� �� �� Q����������� ����

����������� b������������ �� ����� Q���� ���������� �������������� b���� ������

������ ���� ��� ���� �����

������� �������� ��� b ≥ 2 �� �� �������� ��� a = (ck)k≥1 ��� a� = (c�k)k≥1

�� ��� ����� ��������� �� ��������� ����� ck ∈ {0, 1, 2, . . . , b − 1} ��� c�k ∈

{0, 1, 2, . . . , b − 1}� ��� ��� �������� k ≥ 1� ������� ����� ����� ��������� ����

3������� (jm, j
�
m, km) �� ������� ������� ����������

��� ��� ���� m ≥ 1� ��� ����� .c1c2 . . . cjmcjm+1 . . . cjm+km �� � ����� �� a�

��� ��� ���� m ≥ 1� ��� ����� .c�1c
�
2 . . . c

�
j�m
cjm+1 . . . cjm+km �� � ����� �� a��

��� ��� ���������

�
jm
km

�

m

���

�
j�m
km

�

m

��� ������� ���� ������

����� ������ �� ����� ��� �� ��� ���� �������

α =
∞�

k=1

ck
bk
, α� =

∞�

k=1

c�k
bk

�� �������������� �� α ��� α� ��� b������������

�� ���� ������� �� ���������� ���� ������ ��� Q���� �����������

��� ���� �������

�� ����� ���� ��� ��������� �������



�� ����� ���� �������

������� ����� ��� Q = (bn)n≥1 �� � ������� �������� �� �������� �������� ����

bn ≥ 2 ��� ��� �������� n ≥ 1� ��� a = (ck)k≥1 ��� a� = (c�k)k≥1 �� ��� �����

��������� �� �������� ���� ck ∈ {0, 1, 2, . . . , bk − 1} ��� c�k ∈ {0, 1, 2, . . . , bk − 1}�

��� ��� k ≥ 1� ������� ����� ����� ��������� ���� �������� 2������� (jm, km) ��

������� ������� ����������

��� ��� ���� m ≥ 1� ��� ����� .c1c2 . . . cjmcjm+1 . . . cjm+km �� � ����� �� a�

��� ��� ���� m ≥ 1� ��� ����� .c�1c
�
2 . . . c

�
jmcjm+1 . . . cjm+km �� � ����� �� a��

��� ��� ��������

�
jm
km

�

m

�� ������� ���� ������

����� ������ ��� ���� ������

α− α� =
∞�

k=1

ck
b1b2 · · · bk

−
∞�

k=1

c�k
b1b2 · · · bk

�� �������� �� � �������������� �������

�� ���������� ������� ����������� �� ���� ��� �������� Q = (bn)n �������� �� ��������

�������� ���� ���� bn ∈ {b1, b2} ��� �������� ��� ���

S1 = {2m + 3m : m ∈ N}.

���� �� �����

cn =





1; �� n ∈ S1

0; ��������� ,

��� c�n = 2cn ��� ��� n ≥ 1. ��� �� �������� ��� Q���� ����������

α =
∞�

n=1

cn
b1 · · · bn

=
�

n∈S1

1

b1 · · · bn
=

∞�

m=1

1

bum
1 bvm2



����� ���� ������� ��

���

α� = 2α =
∞�

m=1

2

bum
1 bvm2

���� um+vm = 2m+3m� �� ������� ����������� �� ������� ���� α �� � ��������������

������� �� ��� ����� ���� �� ������� ���� ��� ����� �� ������ �� ������� 1
bum1 bvm2

��� 1

b
um+1
1 b

vm+1
2

� ����� �� �� ������ um+1+vm+1−um−vm−1 = 2m+2×3m−1 ���

��� ������� ������� m ≥ 1 ��� ����� α� − α = α �� �� ���������� ������� ����

��� ��� ����� ������ �������� m� �� ��� jm = um + vm ��� km = 3m� �� ������

��� ���� ��� ��������� (cm)m, (c�m)m, (jm)m ��� (km)m �������� ��� ���������� ��

������� ����������� ������ �� ������� ����������� α ���� �� � �������������� �������

������� ���������� ��� �� �������� �� ��� ���� ���� ��� �������� Q = (bn)n ��

��������� ���� ���������� �� ���� ��� ��������� ��������

������� ����� ��� Q = (bn)n≥1 �� �� ���������� �������� �������� �� �����

���� �������� ���� bn ≥ 2 ��� ��� �������� n ≥ 1� ��� a = (ck)k≥1 ��� a� =

(c�k)k≥1 �� ��� ����� ��������� �� �������� ���� ck ∈ {0, 1, 2, . . . , bk − 1} ���

c�k ∈ {0, 1, 2, . . . , bk − 1}� ��� ��� k ≥ 1� ������� ����� ����� ��������� ����

�������� 3������� (jm, j
�
m, km) �� ������� ������� ����������

��� ��� ���� m ≥ 1� ��� ����� .c1c2 . . . cjmcjm+1 . . . cjm+km �� � ����� �� a�

��� ��� ���� m ≥ 1� ��� ����� .c�1c
�
2 . . . c

�
j�m
cjm+1 . . . cjm+km �� � ����� �� a��

��� ��� ���������

�
jm
km

�

m

���

�
j�m
km

�

m

��� ������� ���� ������

����� ������ �� ����� ��� �� ��� ���� �������

α =
∞�

k=1

ck
b1b2 · · · bk

, α� =
∞�

k=1

c�k
b1b2 · · · bk

�� �������������� �� α ��� α� ��� Q������������



�� ����� ���� �������

�� ���������� ������� ����������� �� ���� ��� �������� Q = (bn)n ����� bn �� ������

��

bn =





b1; �� n �� ���

b2; �� n �� ����,

��� �������� ��� ���

S2 = {2m + 1 : m ∈ N}.

���� �� �����

cn =





1; �� n ∈ S2

0; ���������,

��� c�n = 2cn ��� ��� n ≥ 1� ��� �� �������� ��� Q���� ����������

α =
∞�

n=1

cn
b1 · · · bn

=
�

n∈S2

1

b1 · · · bn
=

�

n∈S2

1

b
[n/2]+1
1 b

[n/2]
2

=
∞�

m=1

1

b
(2m−1+1)
1 b2

m−1

2

���

α� =
∞�

m=1

2

b
(2m−1+1)
1 b2

m−1

2

.

�� ������� ����������� �� ������� ���� α �� � �������������� ������� �� ��� �����

���� �� ������� ���� ��� ����� �� ������ �� ������� 1

b
(2m−1+1)
1 b2

m−1
2

��� 1

b2
m+1

1 b2
m

2

�

����� �� �� ������ 2 · 2m − 2 · 2m−1 − 1 = 2m − 1 ��� ��� �������� m ≥ 1 ���

����� α� − α ��� ��� �� � �������� ������� ���� ������� ���� α ��� α� ���

��������������� ���� ��� ��� ����� ������ �������� m� �� ��� jm = j�m = 2m + 1

��� kn = 2m−2� �� ������ ��� ���� ��� ��������� (cm)m� (c�m)m� (jm)m� (j
�
m)m

��� (km)m� �������� ��� ���������� �� ������� ����������� ������ �� ������� �����������

α ���� �� � �������������� �������

�� ������� ����������� �� ��� ������� ���� ��� ��������Q = (bn)n≥1 �� ��������

�� ��� �������� Q = (bn)n≥1 �� ��� �������� ��� ��� ������ � ������� ����������

��� ������ ������ ���� ������� �� Q� �� ��� ��������� �������� �� ������� ����



����� ���� ������� ��

�������� ��� ������ � ������ ��������������

������� ����� ��� Q = (bn)n≥1 �� � �������� �� �������� �������� ���� bn ≥ 2

��� ��� �������� n ≥ 1 ��� ��� δ �� ��� �������� ���� ������� ������� ����� ������

�� ������� ������ T �������� �� ������� ������� N ���� ����

(b1b2 · · · bN)
1
2
+δ ≤ bN+1. �����

��� a = (ck)k≥1 ��� a� = (c�k)k≥1 �� ��� ����� ��������� �� �������� ���� ck ∈

{0, 1, 2, . . . , bk − 1} ��� c�k ∈ {0, 1, 2, . . . , bk − 1}� ��� ��� k ≥ 1� �� ��� �� ���

��������� ����������� �������

��� ��� ��������� (cn)n ��� (c�n)n ��� ��������

��� ������� ����� ����� �������� �������� h ��� k ���� 0 < h ≤ k ���� ����

��� �������� (kcn − hbn)n �� ������� ��� ��� �������� (c�n)n �� ��������

��� ������� ����� ����� �������� �������� h ��� k ���� 0 < h ≤ k ���� ����

��� �������� (kcn − hbn)n �� ������� ��� ����� ����� �������� �������� h
�

��� k� ���� 0 < h� ≤ k� ���� ���� ��� �������� (k�c�n − h�bn)n �� ��������

�� ����� ���� ������ �� ����� ��� �� ��� ���� �������

α =
∞�

k=1

ck
b1b2 · · · bk

, α� =
∞�

k=1

c�k
b1b2 · · · bk

�� �������������� �� 1,α ��� α� ��� Q��������� ����������

��� ����� �� ��� ����� ������� ����� �� ��� �������� �������� ����� �� ������

�� ������� ��

�� �� ����������� �� ������� ����������� �� ���� ��� ��������� ����������



�� ����� ���� �������

��������� ����� ��� Q = (bn)n �� � �������� �� �������� �������� ���� bn ≥ 2 ���

��� ������� n ≥ 1 ���� ���� (b1b2 · · · bm)
1
2
+δ ≤ bm+1, ��� ��������� ���� �������

������� m� ���

α =
∞�

k=1

ck
b1b2 · · · bk

, α� =
∞�

k=1

c�k
b1b2 · · · bk

�� ��� ��������� ������� �� ��� �������� (0, 1)� ����� ������ �� ����� ��� �� ���

��������� a = (ck)k≥1 ��� a
� = (c�k)k≥1 �� ��������� �� 1,α ��� α

� ��� Q���������

����������

�� ���������� ������� ���������� �� ���� �� �� ���� bn = 2un � ����� un = 2n ��� ���

n ≥ 1 ���

cn =





1; �� n = u1 + u2 + · · ·+ um, ��� ���� m

0; ���������,

���

c�n =





0; �� n = u1 + u2 + · · ·+ um+1, ��� ���� m

1; ���������.

���� �������� ��� Q���� ����������

α =
∞�

n=1

cn
b1 · · · bn

=
∞�

m=1

1

2u1+u2+···+um

���

α� =
∞�

n=1

c�n
b1 · · · bn

= α� =
∞�

m=1

1

2u1+u2+···+um+1
.

�� ���������� ������� ���������� �� ���� �� �� ���� bn �� �� ���� � ��� ����� cn =

2un − 2 ��� c�n = 1 ��� ��� n ≥ 1�



����� ������ �� ������� ����������� ���������� ��� ���������� ��

�� ���������� ������� ���������� �� ���� �� �� ���� bn �� �� ���� � ��� �����

cn = 2un −2 ��� c�n = 2un −3 ��� ��� n ≥ 1� ���� �������� ��� Q���� ����������

α =
∞�

n=1

cn
b1 · · · bn

��� α� =
∞�

n=1

c�n
b1 · · · bn

.

�� ������ ��� ���� ��� ��������� (bn)n� (cn)n ��� (c�n)n �� ��� ��� ����� ����������

��� ���������� �� ������� ����������� ������ �� ������� ����������� ������ �� ����� ���

�� ��� ���� ������� α ��� α� �� �������������� �� 1,α ��� α� ��� Q���������

����������

��� ������ �� ������� ����������� ���������� ��� ����������

����� �� ������� ����������� ������� ��� ����� ���� ������ α − α� �� ���������� ��

����� �� ����� ��� ����� �� ���� �� ����� ���� ��� ���� ������ α−α� �� ���������

����� ��� �������� (bn)n �� �������� �� ����� ���� ������� ���� ��������

������� ���� b1, b2, . . . , br ��� ���� ������� r ≥ 1� ���� �� ������ ���� b1 <

b2 · · · < br ������ ��� ���� ������� m ≥ 1� �� ��� �����

b1b2 · · · bm = bi
(1)
m
1 bi

(2)
m
2 bi

(3)
m
3 · · · bi(r)m

r , �����

��� ���� ������������ �������� i(1)m , i
(2)
m , . . . , i

(r)
m ���� i

(1)
m + i

(2)
m + · · ·+ i

(r)
m = m�

������� ��� �������� (jm)m �� �������� ����� ����� ������ � �������� �������

s ��� �� ������� ��� N1 �� �������� �������� �������� ���� ���� jm = s� ��� ���

m ∈ N1� ���������� ��� ��������� ���� �������� m ∈ N1� ��� �����

cjm+1cjm+2 . . . cjm+km

�� ��� ����� �� b1b2 · · · bsα− c1c2 . . . cs ��� b1b2 · · · bsα� − c�1c
�
2 . . . c

�
s� ���� �������



�� ����� ������ �� ������� ����������� ���������� ��� ����������

����

b1b2 · · · bsα− c1c2 . . . cs = b1b2 · · · bsα� − c�1c
�
2 . . . c

�
s

⇐⇒ (α− α�)b1b2 · · · bs = c1c2 . . . cs − c�1c
�
2 . . . c

�
s

����� �� ����� ������� ���� ��� ���� ������ α− α� �� ��������� ��� �� ������

���� ��� �������� (jm)m �� ���������� ����� ����� ������ �� ������� ��� N2 ��

�������� �������� ���� ����

jm1 < jm2 < . . . < jmk
< . . .

��� ��� mk ∈ N2� ���� ������� ���� ����� ����� ��������� (�m)m ��� (��m)m ��

�������� ���� ����

���b1b2 · · · bjm(α−α�)−�m+��m

��� =
����
�
cjm+km+1 − c�jm+km+1

bjm+1 · · · bjm+km+1

+
cjm+km+2 − c�jm+km+2

bjm+1 · · · bjm+km+1bjm+km+2

+ · · ·
����� .

����� ck, c
�
k ∈ {0, 1, . . . bk − 1}� ��� ��� k ≥ 1� �� ���

���b1b2 · · · bjm(α− α�)− �m + ��m

��� =
����
�
cjm+km+1 − c�jm+km+1

bjm+1 · · · bjm+km+1

+
cjm+km+2 − c�jm+km+2

bjm+1 · · · bjm+km+1bjm+km+2

+ · · ·
�����

≤ 1

bjm+1 · · · bjm+km

�
bjm+km+1 − 1

bjm+km+1

+
bjm+km+2 − 1

bjm+km+1bjm+km+2

+ · · ·
�

=
1

bjm+1 · · · bjm+km

∞�

i=1

bjm+km+i − 1

bjm+km+1 · · · bjm+km+i

.

�� ����������� ����������� ��� ���

∞�

i=1

bjm+km+i − 1

bjm+km+1 · · · bjm+km+i

= 1.



����� ������ �� ������� ����������� ���������� ��� ���������� ��

����� �� ���

���b1b2 · · · bjm(α− α�)− �m + ��m

��� ≤ 1

bjm+1bjm+2 · · · bjm+km

, �����

����� ��� ��� �������� �������� m ∈ N2� ��� �� ��� ������� �������� �� �������

���α− α� − (�m − ��m)

b1b2 · · · bjm

��� ≤ 1

(b1b2 · · · bjm)(bjm+1bjm+2 · · · bjm+km)
�����

����� ���� �������� ��� ��������� �� ���

���α− α� − (�m − ��m)

b
i
(1)
jm
1 b

i
(2)
jm
2 · · · bi

(r)
jm
r

��� ≤ 1�
b
i
(1)
jm
1 b

i
(2)
jm
2 · · · bi

(r)
jm
r

��
b
i
(1)
km
1 b

i
(2)
km
2 · · · bi

(r)
km
r

� ,

����� i
(1)
jm

+ i
(2)
jm

+ · · · + i
(r)
jm

= jm ��� i
(1)
km

+ i
(2)
km

+ · · · + i
(r)
km

= km� ����� ���

��������
�

jm
km

�
�� ������� ������ ����� ������ � �������� ���� ������ M ����

���� jm ≤ Mkm� ����� �� ���������� ��

�
i
(1)
jm

+ i
(2)
jm

+ · · ·+ i
(r)
jm

�
≤ M

�
i
(1)
km

+ i
(2)
km

+ · · ·+ i
(r)
km

�
.

���� ������� ����

�
b
i
(1)
jm
1 b

i
(2)
jm
2 · · · bi

(r)
jm
r

�
≤

�
b
i
(1)
km
1 b

i
(2)
km
2 · · · bi

(r)
km
r

��rM

,

����� � �� � ������������ ������� ���� ���� b�−1
1 < br ≤ b�1� ������ ����� ������

� �������� ���� ������ � ���� ����

����α− α� − (��m − �m)

b
i
(1)
jm
1 b

i
(2)
jm
2 · · · bi

(r)
jm
r

���� ≤
1

�
b
i
(1)
jm
1 b

i
(2)
jm
2 · · · bi

(r)
jm
r

�1+�
,



�� ����� ������ �� ������� ����������� ���������� ��� ����������

����� ��� ����� m ∈ N2� ��� S = ∪r
i=1{p : p|bi} �� � ����� ��� �� ������� ����

��

p∈S
|��m − �m|p

����b
i
(1)
jm
1 b

i
(2)
jm
2 · · · bi

(r)
jm
r

����
p

�����α−α�− (��m − �m)

b
i
(1)
jm
1 b

i
(2)
jm
2 · · · bi

(r)
jm
r

���� <
1

�
b
i
(1)
jm
1 b

i
(2)
jm
2 · · · bi

(r)
jm
r

�2+�
,

����� |x|p ≤ 1 ��� ����� x ∈ Z ���
�
p∈S

����b
i
(1)
jm
1 b

i
(2)
jm
2 · · · bi

(r)
jm
r

����
p

= 1�
b
i
(1)
jm
1 b

i
(2)
jm
2 ···b

i
(r)
jm
r

� �

������ �� ������� ���������� �� ������� �� �� ��� (α − α�) �� � ��������������

������� ����� �� � ������������� �� ��� ���������� ���� ���� α ��� α� ���

��������� �������� ���������� �� ����

����α− α� − (��m − �m)

b
i
(1)
jm
1 b

i
(2)
jm
2 · · · bi

(r)
jm
r

���� = 0,

��� ��� ����� m ∈ N2� ���� ������� ���� α− α� �� � �������� ������� �

����� �� ������� ����������� �� ��� ����������� ��� �������� Q = (bn) �� �� �����

������ �������� �������� �� �������� �������� ���� bn ≥ 2 ��� ��� �������� n ≥ 1�

������� ���� �� ����������� �� ����� ������ ���� ��� �������� Q �� ����������

�������� ���� ������ 2 ��� ��� ����� �� ��� ������� ���� �� ��������� ���� ���

����� ������ �� ������� N ≥ 1 ����������

bN+i =





d1; �� i �� ���

d2; �� i �� ����
�����

��� ���� �������� �������� d1 ��� d2 �� Q� ����� �� ��������� �� �����

α =
c1
b1

+
c2
b1b2

+ · · ·+ cN
b1b2 · · · bN

+
cN+1

b1b2 · · · bNd1
+

cN+2

b1b2 · · · bNd1d2
+ · · · .



����� ������ �� ������� ����������� ���������� ��� ���������� ��

���������� �� ����

α� =
c�1
b1

+
c�2
b1b2

+ · · ·+ c�N
b1b2 · · · bN

+
c�N+1

b1b2 · · · bNd1
+

c�N+2

b1b2 · · · bNd1d2
+ · · · .

��� �� �������� α ��� α� �� b1 · · · bN , �� ���

b1 . . . bNα = m+
cN+1

d1
+

cN+2

d1d2
+

cN+3

d21d2
+

cN+4

d21d
2
2

+ · · · ,

���

b1 · · · bNα� = m� +
c�N+1

d1
+

c�N+2

d1d2
+

c�N+3

d21d2
+

c�N+4

d21d
2
2

+ · · · .

�� ����� �� ����� ���� α ��� α� ��� ������ Q����������� �� �� ����� ��� �� ����

�� ��������������� �� �� ������ �� ����� ������ θ = b1 · · · bNα − m ��� θ� =

b1 · · · bNα� −m� ��� Q����������� �� �� ����� ��� �� ���� �� ��������������� ���

����������� �� ����� cN+i = ai ��� c�N+i = a�i ��� ��� �������� i ≥ 1 ��� d1 = b1�

d2 = b2� ����� �� ����

θ =
a1
b1

+
a2
b1b2

+ · · ·+ ajm
bj1m1 bj2m2

+
ajm+1

bj1m+1
1 bj2m2

+ · · ·+ ajm+km

bj1m+k1m
1 bj2m+k2m

2

+ · · · ,

����� j1m + j2m = jm� k1m + k2m = km ��� ��� �������� m = 1, 2, . . . ��� 0 ≤

a2i+1 ≤ b1 − 1 ��� 0 ≤ a2i ≤ b2 − 1 ��� ��� �������� i = 0, 1, 2, . . .�

���������� ������������� �� α� �� ���

θ� =
a�1
b1

+
a�2
b1b2

+ · · ·+
a�j�m

b
j�1m
1 b

j�2m
2

+
a�j�m+1

b
j�1m+1
1 b

j�2m
2

+ · · ·+
a�j�m+km

b
j�1m+k1m
1 b

j�2m+k2m
2

+ · · · ,

����� j�1m + j�2m = j�m� k1m + k2m = km ��� ��� �������� m = 1, 2, . . . ��� 0 ≤

a�2i+1 ≤ b1 − 1 ��� 0 ≤ a�2i ≤ b2 − 1 ��� ��� �������� i = 0, 1, 2, . . .�

���� �� ����� ��� ��������� (θm)m ��� (θ�m)m �� �������� ������� �� ��������



�� ����� ������ �� ������� ����������� ���������� ��� ����������

��� ���� ������� m ≥ 1� �� �����

θm =
a1
b1

+
a2
b1b2

+ · · ·+ ajm+1

bj1m+1
1 bj2m2

+ · · ·+ ajm+km

bj1m+k1m
1 bj2m+k2m

2

=
pm

bj1m+k1m
1 bj2m+k2m

2

,

��� ���� �������� ������� pm� ���

θ�m =
a�1
b1

+
a�2
b1b2

+ · · ·+
a�j�m+1

b
j�1m+1
1 b

j�2m
2

+ · · ·+
a�j�m+km

b
j�1m+k1m
1 b

j�2m+k2m
2

=
p�m

b
j�1m+k1m
1 b

j�2m+k2m
2

,

��� ���� �������� ������� p�m�

���� �� ��������

|θ − θm| =
����θ −

pm

bj1m+k1m
1 bj2m+k2m

2

���� ≤
C

bj1m+k1m+1
1 bj2m+k2m+1

2

,

����� C �� ���� ���� �������� ��������� ���� �� ���������� ���

���θbj1m+k1m
1 bj2m+k2m

2 − pm

��� ≤ C �, �����

��� ���� �������� �������� C ��

���������� �� ���

���θbj
�
1m+k1m
1 b

j�2m+k2m
2 − p�m

��� ≤ C ��, �����

��� ���� �������� �������� C ���

��� ����� ����� p� �� ��� ���� �

|pm − p�m|p =
���bj1m+k1m

1 bj2m+k2m
2 θm − b

j�1m+k1m
1 b

j�2m+k2m
2 θ�m

���
p

=
���bk1m1 bk2m2

�
bj1m1 bj2m2 θm − b

j�1m
1 b

j�2m
2 θ�m

����
p



����� ������ �� ������� ����������� ���������� ��� ���������� ��

≤
��bk1m1 bk2m2

��
p

���
�
bj1m1 bj2m2 θm − b

j�1m
1 b

j�2m
2 θ�m

����
p
.

�� ��� ���������� ajm+i = a�j�m+i ��� ��� 1 ≤ i ≤ km� �� ��� ���� ��� ��������
�
bj1m1 bj2m2 θm − b

j�1m
1 b

j�2m
2 θ�m

�
�� �� �������� ���������� �� ����� ��� ���� ���� |x|p ≤

1� ��� ����� �������� ������� x� �� ������

|pm − p�m|p ≤
��bk1m1 bk2m2

��
p

���
�
bj1m1 bj2m2 θm − b

j�1m
1 b

j�2m
2 θ�m

����
p

≤ |b1k1mb2k2m |p ≤ |b1k1m |p|b2k2m |p. �����

������� �� ������ ���� θ ��� θ� ��� ���� ��������� �������� ��� �� ����� ���

����� �� ��� �������� �� ���� �� ����� θ ��� θ� ��� Q������������

�� ����� �� ����� ���� θ ��� θ� ��� Q������������ �� ����� ����� �������

���������� �� ������� �� ���

S = {p : p|b1} ∪ {p : p|b2} ∪ {∞}

�� ��� ����� ������ �� ������� ����� �������� ������� ������ ��� p = ∞� ��

����� ��� ��������� �������� ����������� ������ ����� ���� ��������� �����������

L1,∞(X1, X2, X3, X4) = θX1 −X3

L2,∞(X1, X2, X3, X4) = θ�X2 −X4

L3,∞(X1, X2, X3, X4) = X1

L4,∞(X1, X2, X3, X4) = X2.

��� ��� ����� p ∈ S ����� ���� ∞� �� ����� ��� ��������� �������� �����������



�� ����� ������ �� ������� ����������� ���������� ��� ����������

������ ����� ���� ������� ����������

L1,p(X1, X2, X3, X4) = X1

L2,p(X1, X2, X3, X4) = X2

L3,p(X1, X2, X3, X4) = X3

L4,p(X1, X2, X3, X4) = X3 −X4.

��� ��� �������� ������� m ≥ 1� �� ���

x(m) = (bj1m+k1m
1 bj2m+k2m

2 , b
j�1m+k1m
1 b

j�2m+k2m
2 , pm, p

�
m) ∈ Z4.

��� �������� ������� ����������� �� ���� �� ������� ��� ��������

�

p∈S

4�

i=1

|Li,p(x
(m))|p =

4�

i=1

|Li,∞(x(m))|∞
�

p∈S\{∞}

4�

i=1

|Li,p(x
(m))|p.

�� �������� ��� ��������� �� ���

�

p∈S

4�

i=1

|Li,p(x
(m))|p < C �C ��

�

p∈S

���bj1m+k1m
1 bj2m+k2m

2

���
p

���bj
�
1m+k1m
1 b

j�2m+k2m
2

���
p

·
�

p∈S\{∞}
|pm|p|p�m|p|pm − p�m|p.

�� ����������� ���������� ���� ������� �������� ��� ��� ���� ���� |pm|p, |p�m|p ≤ 1�

�� ���
�

p∈S

4�

i=1

|Li,p(x
(m))|p < C �C ��

�

p∈S\{∞}
|pm − p�m|p.



����� ������ �� ������� ����������� ���������� ��� ���������� ��

����� ���� �������� �� ����

�

p∈S

4�

i=1

|Li,p(x
(m))|p <

C �C ��

bk1m1 bk2m2

.

����� ��� ��������
�

jm
km

�
m
���

�
j�m
km

�
m
��� �������� ����� ������ � �������� ����

������ M ���� ���� jm ≤ Mkm� j�m ≤ Mkm� �� ��� ����������� �� ��� ��������

(bn)n� �� ���� ����

|j1m − j2m| ≤ 1 ��� |k1m − k2m| ≤ 1.

���������� �� ����

jm
2

− 1 ≤ jim ≤ jm
2

+ 1, ��� i = 1, 2,

���
km
2

− 1 ≤ kim ≤ km
2

+ 1, ��� i = 1, 2.

������

bj1m+k1m
1 bj2m+k2m

2 ≤ b
jm
2

+1+k1m
1 b

jm
2

+1+k2m
2

≤ b
Mkm

2
+1+k1m

1 b
Mkm

2
+1+k2m

2

≤ bMk1m+1+k1m
1 bMk2m+1+k2m

2

≤
�
bk1m1 bk2m2

�2(M+1)
.

���������� �� ���

b
j�1m+k1m
1 b

j�2m+k2m
2 ≤

�
bk1m1 bk2m2

�2(M+1)
.



�� ����� ������ �� ������� ����������� ���������� ��� ����������

��� 0 < � < 1
2(M+1)

�� � ���� ������� ���� �� ����� ������������� �� ����

1

bk1m1 bk2m2

≤ max{bj1m+k1m
1 bj2m+k2m

2 , b
j�1m+k1m
1 b

j�2m+k2m
2 }−�.

���� ������� ����

�

p∈S

4�

i=1

|Li,p(x
(m))|p ≤ max{bj1m+k1m

1 bj2m+k2m
2 , b

j�1m+k1m
1 b

j�2m+k2m
2 }−�� .

����� ��� ��� ����� �������� ������� m ��� ���� 0 < �� < �� ����� θ, θ� ∈ [0, 1)�

�� ���� pm, p
�
m ≤ max{bj1m+k1m

1 bj2m+k2m
2 , b

j�1m+k1m
1 b

j�2m+k2m
2 }� ����� �� ����

�

p∈S

4�

i=1

|Li,p(x
(m))|p ≤ max{bj1m+k1m

1 bj2m+k2m
2 , b

j�1m+k1m
1 b

j�2m+k2m
2 , pm, p

�
m}−�

����� ��� ��� ����� �������� ������� m� ������ ��� ��� ����� �������� �������� m�

��� �������� ������� ������� �����

x(m) = (bj1m+k1m
1 bj2m+k2m

2 , b
j�1m+k1m
1 b

j�2m+k2m
2 , pm, p

�
m) ∈ Z4

�������� ��� ���������� �� ������� ����������� ���������� ��� ��� ����� �������� ��������

m� ��� �������� ������� ������� ������ x(m) ∈ Z4 ��� �� ������� ���� ������

��������� �� Q4� ������ ����� ������ � �������� ������� ��������� (z1, z2, z3, z4)

���� ����

z1b
j1m+k1m
1 bj2m+k2m

2 + z2b
j�1m+k1m
1 b

j�2m+k2m
2 + z3pm + z4p

�
m = 0,

����� ��� ��������� ���� ������ �� m� ���� �� ��� ����� ������� ���� ��� �����

�� ������� 2 �� ����� �� ����� ���� ��� ����� ����� �

����� �� ������� ����������� �� ����� �������� ��� ��������� ����� ������



����� ������ �� ������� ����������� ���������� ��� ���������� ��

���� �� ��� ��������� (cn)n ��� (c�n)n ��� ��������

�� ����� ��� ��������� (αN)N ��� (α�
N)N �� �������� ������� �� ��������

��� ���� ������� N ≥ 1� �� �����

αN =
N�

n=1

cn
b1b2 · · · bn

=
pN

b1b2 · · · bN
,

��� ���� �������� ������� pN � ���

α�
N =

N�

n=1

c�n
b1b2 · · · bn

=
p�N

b1b2 · · · bN
,

��� ���� �������� ������� p�N � ���� �� ���������

|α− αN | =
����α− pN

b1b2 · · · bN

���� ≤
1

b1b2 · · · bN+1

�
cN+1 +

cN+2

bN+2

+ · · ·
�
. ������

����� ��� �������� (cn)n �� �������� ����� ������ � �������� �������� C ���� ����

cn ≤ C ��� ��� �������� ������� n ≥ 1� ����� �� ����������� �� �����

����α− pN
b1b2 · · · bN

���� ≤
C

b1b2 · · · bNbN+1

�
1+

1

b1
+

1

b21
+ · · ·

�
=

Cb1
(b1 − 1)b1b2 · · · bNbN+1

��� ��� �������� �������� N ≥ 1�

�� ��������� �� ���

����α− pN
b1b2 · · · bN

���� ≤
Cb1

(b1 − 1)(b1b2 · · · bN)
3
2
+δ

=
C �

(b1b2 · · · bN)
3
2
+δ

����� ��� ��� N ∈ T � ����� C � = Cb1
b1−1

� ����� �� ���

|b1b2 · · · bNα− pN | ≤
C �

(b1b2 · · · bN)
1
2
+δ

, ������



�� ����� ������ �� ������� ����������� ���������� ��� ����������

��� ��� N ∈ T � ���������� �� ���

|b1b2 · · · bNα� − p�N | ≤
C �

(b1b2 · · · bN)
1
2
+δ

, ������

��� ��� �������� N ∈ T �

�� ����� ������ ���� ���� α ��� α� ��� ���������� ��� �� ����� ��� ������

�� ���� �� ����� 1,α ��� α� ��� Q��������� ����������

�� ����� �� ����� ���� 1,α ��� α� ��� Q��������� ���������� �� ����� �����

������� ���������� �� ������� �� �������� ��� ������ ����� ���� ��������� ����������

L1(X1, X2, X3) = X1

L2(X1, X2, X3) = αX1 −X2,

L3(X1, X2, X3) = α�X1 −X3. ������

�������� ��� ����� ������ ����� ��� �������� ������������

��� ��� N ∈ T � �� ���

x(N) = (b1b2 · · · bN , pN , p�N) ∈ Z3.

����� αN < 1� α�
N < 1 ��� ��� �������� N ∈ T � �� ��� ���� pN < b1b2 · · · bN �

p�N < b1b2 · · · bN ��� ������ �� ���

max{b1b2 · · · bN , pN , p�N} ≤ b1b2 · · · bN .

��� �������� ������� ����������� �� ���� �� ������� ��� ���������

3�

i=1

|Li,p(x
(N))|.



����� ������ �� ������� ����������� ���������� ��� ���������� ��

������ �� ����������� �� ���� ����

3�

i=1

|Li(x
(N))| = |b1b2 · · · bN ||b1b2 · · · bNα− pN ||b1b2 · · · bNα� − p�N | ������

����� ���� ����������� ���������� ��� ���������� �� �������� �����

3�

i=1

|Li(x
(N))| <

�
max{b1b2 · · · bN , pN , p�N}

�−δ�

,

����� ��� ��� ����� N ∈ T ��� ��� ���� δ� > 0� ������ ��� ��� ����� N ∈

T, ��� �������� ������� ������� ����� x(N) = (b1b2 · · · bN , pN , p�N) ∈ Z3 ��������

��� ���������� �� ������� ����������� ���������� ��� �������� ������� ������� �����

x(N) = (b1b2 · · · bN , pN , p�N) ∈ Z3 ��� ���� �� ������� ���� ������ ��������� ��

Q3 ��� ��� ����� N ∈ T � ����� T �� �� ������� ������� �� ��� ��������� ���

���������� ����� ������ � ������ �������� �� Q3 ���������� ��� ������� �������

����� x(N) = (b1b2 · · · bN , pN , p�N) ∈ Z3 ��� ��������� ���� ������ �� N ∈ T �

���� ��� ����� ������ � �������� ����� (z1, z2, z3) ∈ Z3 ���� ����

z1b1b2 · · · bN + z2pN + z3p
�
N = 0

����� ��� ��������� ���� ������ �� N ∈ T � ���� ������� ����

lim
N→∞,N∈T

�
z1 + z2

pN
b1b2 · · · bN

+ z3
p�N

b1b2 · · · bN

�
= 0

=⇒ z1 + z2α + z3α
� = 0.

������ 1,α ��� α� ��� Q��������� ���������� ���� ������ ��� ����������

���� �� ������� ����� ����� �������� �������� h ��� k ���� 0 < h ≤ k ���� ����

��� ��������� (kcn − hbn)n ��� (c�n)n ��� ��������

�� ����� ��� ��������� (αN)N ��� (α�
N)N �� �������� ������� �� ��������



�� ����� ������ �� ������� ����������� ���������� ��� ����������

��� ���� ������� N ≥ 1� �� �����

αN =
c1
b1

+
c2
b1b2

+ · · ·+ cN
b1b2 · · · bN

+
h
k
(bN+1 − 1)

b1b2 · · · bN+1

+
h
k
(bN+2 − 1)

b1b2 · · · bN+2

+ · · · ,

���

α�
N =

c�1
b1

+
c�2
b1b2

+ · · ·+ c�N
b1b2 · · · bN

.

�� ����� ����������� ��� ���� ������� αN ��� α�
N ��� �������� ��� ��� ������� N ≥ 1�

������ �� ���

αN =
c1
b1

+ · · ·+ cN
b1b2 · · · bN

+
h

kb1b2 · · · bN

� ∞�

i=1

bN+i − 1

bN+1 · · · bN+i

�
=

pN
kb1b2 . . . bN

,

��� ���� ������� pN � ���

α�
N =

p�N
b1b2 · · · bN

��� ���� ������� p�N � ��� �� ���������

|α− αN | ≤
1

b1b2 · · · bN+1

� |cN+1 − h
k
(bN+1 − 1)|
1

+
|cN+2 − h

k
(bN+2 − 1)|

bN+2

+ · · ·
�
.

����� ���� ��� ��������� (kcn − hbn)n ��� (c�n)n ��� �������� ����� ������ �

�������� �������� C ���� ���� |kcn − hbn| ≤ C ��� |c�n| ≤ C ��� ��� n ≥ 1�

������ �� ���

|α− αN | ≤
C + h

kb1b2 · · · bN+1

�
1 +

1

b1
+

1

b21
+ · · ·+ · · ·

�
=

b1(C + h)

(b1 − 1)kb1b2 · · · bNbN+1

,

��� ��� �������� �������� N ≥ 1�

�� ��������� �� ����

����α− pN
kb1b2 · · · bN

���� ≤
b1(C + h)

k(b1 − 1)(b1b2 · · · bN)
3
2
+δ

=
C �

k(b1b2 · · · bN)
3
2
+δ



����� ������ �� ������� ����������� ���������� ��� ���������� ��

��� ��� N ∈ T � ����� C � = b1(C+h)
b1−1

� ���� �� ����

|kb1b2 · · · bNα− pN | ≤
C �

(kb1b2 · · · bN)
1
2
+δ

,

��� ��� N ∈ T �

��� �� ��������

����α�− p�N
b1b2 · · · bN

���� ≤
C

b1b2 · · · bNbN+1

�
1+

1

b1
+

1

b21
+· · ·

�
=

Cb1
(b1 − 1)b1b2 · · · bNbN+1

.

�� ����� ��� ���� �������� �� �� ��� ���� 1� �� ��� ��� ���������

|b1b2 . . . bNα� − p�N | ≤
C ��

(b1b2 · · · bN)
1
2
+δ

,

����� C �� = Cb1
b1−1

�

�� ����� ������ ���� ���� �� α ��� α� ��� ���������� ��� �� ����� ��� ������

�� ���� �� ����� 1,α ��� α� ��� Q��������� ����������

�� ����� �� ����� ���� 1,α ��� α� ��� Q��������� ���������� �� ����� �����

������� ���������� �� ������� �� �������� ��� ������ ����� ���� ��������� �����

�������

L1(X1, X2, X3) = X1

L2(X1, X2, X3) = kαX1 −X2,

L3(X1, X2, X3) = α�X1 −X3.

�������� ��� ����� ������ ����� ��� �������� ������������

��� ��� N ∈ T � �� ���

x(N) = (b1b2 · · · bN , pN , p�N) ∈ Z3.



�� ����� ������ �� ������� ����������� ���������� ��� ����������

��� ��������� ����� �� ������� �� ��� ����� �� ���� 1 ��� �� ���� ��� �������

�����

���� �� ������� ����� ����� �������� �������� h ��� k ���� 0 < h ≤ k ���� ����

��� �������� (kcn − hbn)n �� ������� ��� ����� ����� �������� �������� h� ���

k� ���� 0 < h� ≤ k� ���� ���� ��� �������� (k�c�n − h�bn)n �� ��������

�� ����� ��� ��������� (αN)N ��� (α�
N)N �� �������� ������� �� ��������

��� ���� �������� ������� N ≥ 1� �� �����

αN =
c1
b1

+
c2
b1b2

+ · · ·+ cN
b1b2 · · · bN

+
h
k
(bN+1 − 1)

b1b2 · · · bN+1

+
h
k
(bN+2 − 1)

b1b2 · · · bN+2

+ · · · ,

���

α�
N =

c�1
b1

+
c�2
b1b2

+ · · ·+ c�N
b1b2 · · · bN

+
h�
k� (bN+1 − 1)

b1b2 · · · bN+1

+
h�
k� (bN+2 − 1)

b1b2 · · · bN+2

+ · · · .

�� ����� ����������� ��� ���� ������� αN � α�
N ��� �������� ��� ���� ������� N ≥ 1�

������ �� ����

αN =
pN

kb1b2 · · · bN
, α�

N =
p�N

k�b1b2 · · · bN

��� ���� �������� pN ��� p�N � ��� �� ���������

|α− αN | ≤
1

b1b2 · · · bN+1

� |cN+1 − h
k
(bN+1 − 1)|
1

+
|cN+2 − h

k
(bN+2 − 1)|

bN+2

+ · · ·
�
.

����� ���� ��� ��������� (kcn − hbn)n ��� (k�c�n − h�bn)n ��� �������� �����

������ � �������� �������� C ���� ���� |kcN − hbN | ≤ C ��� |k�c�N − h�bN | ≤ C�

����� �� ����

|α− αN | ≤
C + h

kb1b2 · · · bN+1

�
1 +

1

b1
+

1

b21
+ · · ·

�
=

b1(C + h)

(b1 − 1)kb1b2 · · · bNbN+1

,



����� ������ �� ������� ����������� ���������� ��� ���������� ��

��� ��� ������� N ≥ 1� �� ��������� �� ���

����α− pN
kb1b2 · · · bN

���� ≤
b1(C + h)

k(b1 − 1)(b1b2 · · · bN)
3
2
+δ

=
C �

k(b1b2 · · · bN)
3
2
+δ

, ������

��� ��� N ∈ T � ����� C � = b1(C+h)
b1−1

� ����� ���� ����������� �� ���

|kb1b2 · · · bNα− pN | ≤
C �

(kb1b2 · · · bN)
1
2
+δ

, ������

��� ��� N ∈ T � ���������� �� ���

|k�b1b2 · · · bNα� − p�N | ≤
C ��

(k�b1b2 · · · bN)
1
2
+δ

, ������

��� ��� N ∈ T � ����� C �� = b1(C+h�)
b1−1

�� ����� ������ ���� ���� �� α ��� α� ��� ���������� ��� �� ����� ��� ������

�� ���� �� ����� 1,α ��� α� ��� Q��������� ����������

�� ����� �� ����� ���� 1,α,α� ��� Q��������� ���������� �� ����� ����� ����

���� ���������� ������� �� �������� ��� ������ ����� ���� ��������� �����������

L1(X1, X2, X3) = X1

L2(X1, X2, X3) = kαX1 −X2,

L3(X1, X2, X3) = k�α�X1 −X3. ������

�������� ��� ����� ������ ����� ��� �������� ������������

��� ��� N ∈ T � �� ���

x(N) = (b1b2 · · · bN , pN , p�N) ∈ Z3.

����� αN < 1 ��� α�
N < 1 ��� ��� N ∈ T � �� ��� ���� pN < kb1b2 · · · bN �



�� ����� ������ �� ������� ����������� ���������� ��� ����������

p�N < k�b1b2 · · · bN ��� ������ �� ���

max{b1b2 · · · bN , pN , p�N} ≤ max{kb1b2 · · · bN , k�b1b2 · · · bN}. ������

��� �������� ������� ����������� �� ���� �� ������� ��� ���������

3�

i=1

|Li(x
(N))|. ������

�� ����������� �� ������� ����

3�

i=1

|Li(x
(N))| = |b1b2 · · · bN ||kb1b2 · · · bNα− pN ||k�b1b2 · · · bNα� − pN |. ������

����� ���� ���������� ��� ����������� �� ����

3�

i=1

|Li(x
(N))| ≤ 1

(kk�)
1
2
+δ

C �2

(b1b2 · · · bN)2δ

<
�
max{kb1b2 · · · bN , k�b1b2 · · · bN}

�−δ�

��� ���� δ� > 0� ������ �� ���������� �� �������� ����

3�

i=1

|Li(x(N))| <
�
max{kb1b2 · · · bN , k�b1b2 · · · bN}

�−δ�

≤
�
max{b1b2 · · · bN , pN , p�N}

�−δ�

����� ��� ��� ����� N ∈ T � ������ ��� ��������� ���� ������ �� N ∈ T � ���

�������� ������� ����� x(N) = (b1b2 · · · bN , pN , p�N) ∈ Z3 �������� ��� ����������

�� ������� ����������� ����� ��� ������� ������� ������ x(N) = (b1b2 · · · bN , pN , p�N) ∈

Z3 ��� �� ������� ���� ������ ��������� �� Q3 ��� ��������� ������ �� N ∈ T �

���������� ����� ������ � ������ �������� �� Q3� ���������� ��� ������� �������



����� ������ �� ������� ����������� ���������� ��� ���������� ��

����� x(N) = (b1b2 · · · bN , pN , p�N) ∈ Z3 ��� ��������� ���� ������ �� N ∈ T � ����

��� ����� ������ � �������� ������ (z1, z2, z3) ∈ Z3 ���� ����

z1b1b2 · · · bN + z2pN + z3p
�
N = 0

����� ��� ��������� ���� ������ �� N ∈ T � ���� ������� ����

lim
N→∞,N∈T

�
z1 + z2

pN
b1b2 · · · bN

+ z3
p�N

b1b2 · · · bN

�
= 0

=⇒ z1 + z2α + z3α
� = 0.

������ 1,α ��� α� ��� Q��������� ���������� ���� ������ ��� ���������� �



�� ����� ������ �� ������� ����������� ���������� ��� ����������



CHAPTER4
�� ������������� �� ������� ����

�������

�� ���� ������� �� ���� ���� ��� ���������� ������ �� ������� ������� ����

��� �������� �� ��� ����

∞�

n=1

cn
bn

���
∞�

n=1

�
1 +

cn
bn

�
.

��� ������� �� ���� ������� �� ��������� �� �������

��� ������������

�� ��� ����������� ����� ��� ������� ������� �� ����� ��� ������������� �� ��

������� ������� �� �������� ������ ������� ��� ��� ����� ��� ������������� ��

������� ������� ����� �� ����� �������� �� ��� ����� �� �� ����������� �� �������

������ �� ������ ����� �� ���������� �� ��������� �������� ���� ������ ���� ���

��



�� ����� ������������

��������� ������ ��� ���������������

∞�

n=0

1

(3n+ 1)(3n+ 2)(3n+ 3)
,

∞�

n=1

χ(n)

n
���

∞�

n=1

Fn

n2n
.

�� ��� ���� ����� ����� ������ ��� ������ ������ ���� ���� ������� ������� ��� ���������

����� �� ������� ������ �� �������� ������ �������� �� 2004� ����� ��� ��������

�������� ������������ �������� ��� ���� ���� ������ � ������������� ���������

��� � ���� ������ ����� �� ��� b���� ���������� �� ������� �� �� ���� ������

���� ������������� ������� ��� � ���� ������ ����� �� ��� Q���� ����������

�� 1974� ����� ��� ������ ������ ������� ��� ������ ������������ �� �������

������ ������ ����������� �� ����������� ���� ������ ��� ��������� �������

������� ����� ��� Q = (bn)n≥1 �� � �������� �� �������� �������� ���� bn ≥ 2

��� ��� �������� n ≥ 1 ��� ��� δ > 1
3
�� ��� �������� ���� ������� ������� ����

��� ��� ���������� ����� ������ �� N � �� ����

(b1b2 · · · bN)δ ≤ bN+1.

���� ��� ���� �������

1,
∞�

n=1

σ(n)

b1b2 · · · bn
,

∞�

n=1

φ(n)

b1b2 · · · bn
,

∞�

n=1

dn
b1b2 · · · bn

��� Q��������� ������������ ����� φ(n) ������� ��� ����� ������� ��������� σ(n) =
�

d|n
d ��� (dn)n �� ��� �������� �� �������� ���������� |dn| < n

1
2
−δ ��� ��� ����� n

��� dn �= 0 ��� ��������� ���� ������ n�

�� 2005� �� ����� ��� ����� ������ ���� �������� ���������� ����� ����� ��

������� ��� �� ��������������� �� ������� ��� �� ����� ������� �����

������� ����� ��� δ > 0 �� � ���� ������� ��� (bn)n ��� (cn)n �� ���������



����� ���� ������� ��

�� �������� �������� ���� ����

lim sup
n→∞

bn+1

(b1b2 · · · bn)2+δ

1

cn+1

= ∞ ��� lim inf
n→∞

bn+1

bn

cn
cn+1

> 1.

���� ��� ���� ������ α =
∞�

n=1

cn
bn

�� ���������������

�� ���� ������� �� ������ ������� ���������� ��� ��� ������� �� ������� ��������� ��

����� ��� ������������� �� ������� ������� ���������

��� ���� �������

�� ����� ��� ��������� ��������

������� ����� ��� Q = (bn)n≥1 �� � �������� �� �������� �������� ���� bn ≥ 2

��� ��� �������� n ≥ 1 ��� ��� δ > 1
3
�� ��� �������� ���� ������� ������� ����

��� ��� ���������� ����� ������ �� N �� ����

σ(N + 1)(b1b2 · · · bN)δ ≤ bN+1. �����

���� �� ����� ��� �� ��� ���� �������

β1 =
∞�

n=1

σ(n)

b1b2 · · · bn
, β2 =

∞�

n=1

φ(n)

b1b2 · · · bn
, β3 =

∞�

n=1

dn
b1b2 · · · bn

�� ��������������� ����� dn �� �� ������� �����������

�� ����� �� ����� ������� �������� �� ���� �� ���� ���������

��� δ > 0 ��� � > 0 �� ����� ���� �������� ��� ��� ����� ������� m ≥ 2� ���

(ci,n)n� i = 1, 2, . . . ,m �� ��������� �� �������� ��������� �������� ��� ���������



�� ����� ���� �������

��� ���������� �� � �������� (bn)n �� �������� ���������

lim sup
n→∞

bn+1

(b1b2 · · · bn)1+δ

1

ci,n+1

= ∞ �����

lim inf
n→∞

bn+1

bn

ci,n
ci,n+1

> 1 ��� ��� i ∈ {1, 2, . . . ,m}. �����

�� ��� ��� ����� ��� ��������

������� ����� ��� ��� ����� ������� m ≥ 2� ��� δ > 1
m
�� � ���� ������� ���

(ci,n)n� i = 1, 2, . . . ,m ��� (bn)n �� ��������� �� �������� �������� ���������� ��������

��� ��������� ���� ������ �� ����� ��� �� ��� ���� �������

β1 =
∞�

n=1

c1,n
bn

, β2 =
∞�

n=1

c2,n
bn

, . . . , βm =
∞�

n=1

cm,n

bn

�� �������������� �� 1, β1, β2, . . . , βm ��� Q��������� ����������

������� ���������� ������� �� ����� ����� �� ��������� �������� �� �������

����������� �������� ��� ��������� �� ������� ���������� �� �������

��������� ����� ��� (bn)n �� � �������� �� �������� �������� ���� ���� b1 = 2

���

bn+1 = (b1b2 · · · bn + 1)2, ��� ��� �������� n ≥ 1.

���� �� ����� ��� �� ��� ���� �������

∞�

n=1

1

bn
���

∞�

n=1

d(n)

bn

�� ��������������� ����� d(n) =
�

r|n 1�



����� ���� ������� ��

�� bn+1 = (b1b2 · · · bn + 1)2� ���� �� �� ����� ���� ��� 0 < δ < 1

lim sup
n→∞

bn+1

(b1b2 · · · bn)1+δ

1

ci,n+1

= ∞

���

lim inf
n→∞

bn+1

bn

ci,n
ci,n+1

> 1,

����� c1,n = 1 ��� c2,n = d(n)� �� ����� ���� �� ��� ���� (b1 · · · bn)2+δ > bn+1

��� ��� ������ �� δ > 0� ���������� �� ������� ����������� �� ��� ��� �������� ���

������������� �� ��� �� ��� �������

∞�

n=1

1

bn
���

∞�

n=1

d(n)

bn

�������� �� ��������� ����������� ��� ��� ����� ���� ��� �� ����� ������� �� �����

�����������

������� ���������� ��� �� ������������ �� ������ ���� �� ����� ��� �� ��� βi�� �� �����

���������� ����� �� ���������� ����������� �� ��� ������ ���� �� ��� ���������

(ci,n)n ��� (bn)n� ���� ���������� �� ���� ��� ��������� ��������

������� ����� ��� ��� ����� ������� m ≥ 2� ��� δ > 1
m
�� � ���� ������� ���

(ci,n)n� i = 1, 2, . . . ,m ��� (bn)n �� ��������� �� �������� �������� ���������� ��������

��� ��������� �������� ������� ����

1 ≤ lim inf
n→∞

b
1

(m+1)n

n < lim sup
n→∞

b
1

(m+1)n

n < ∞ ���

lim
n→∞

ci,n
cj,n

= 0, ��� ��� i, j ∈ {1, 2, . . . ,m}, i > j.



�� ����� ���� �������

���� �� ����� ��� �� ��� ���� �������

β1 =
∞�

n=1

c1,n
bn

, β2 =
∞�

n=1

c2,n
bn

, . . . , βm =
∞�

n=1

cm,n

bn

�� ���������������

����� ��� ���� �������� ���� �� �������� ��� ��������� �� �������� ��� ���� ����������

�� � �������� �� �������� �������� (bn)n�

lim sup
n→∞

bn+1

(b1b2 · · · bn)1+δ+ 1
�

1

ci,n+1

= ∞ �����

��� ��� ��� ���������� ����� n

1+�

�
bn+1

ci,n+1

≥ 1+�

�
bn
ci,n

+ 1 ��� ��� i ∈ {1, 2, . . . ,m} �����

�� ���� ������ ����� ��� ���������� ��������� �������� ��� ��������� �������� �� ��������

������ ����� ����� �� ���� ���� �������� =⇒ ��������� �����

bn+1

(b1b2 · · · bn)1+δ+ 1
�

1

ci,n+1

≤ bn+1

(b1b2 · · · bn)1+δ+

1

ci,n+1

��� ��� n,

�� ����

lim sup
n→∞

bn+1

(b1b2 · · · bn)1+δ+ 1
�

1

ci,n+1

≤ lim sup
n→∞

bn+1

(b1b2 · · · bn)1+δ+

1

ci,n+1

.

���������� �� �������� ���� �������� =⇒ ��������� ��� �� ��� ���� ��� ���������

�������� ��� ������ ������� ��������� �� ��������� �� ����

1+�

�
bn+1

ci,n+1

≥ 1+�

�
bn
ci,n

+ 1



����� ���� ������� ��

��� ��� ���������� ����� n� ���� ������� ����

1+�

�
bn+1

ci,n+1

> 1+�

�
bn
ci,n

.

�� ������� (1 + �)������ �� ���� ����������� �� ���

bn+1

ci,n+1

>
bn
ci,n

⇐⇒ bn+1

bn

ci,n
ci,n+1

> 1

��� ��� ���������� ����� n� ���� ������� ����

lim inf
n→∞

bn+1

bn

ci,n
ci,n+1

≥ 1.

���������� �� ��� ���� ���� ���� lim inf ������ �� 1, �������� ���� ��� ������� ���������

��� �� ����� ����� �������� ������� ��������� �� ��� ����� �� ��������� �� ����

1+ε

�
bn+1

ci,n+1

> 1+ε

�
(1 + δ)

bn
ci,n

.

����� ����� bn
ci,n

����� �� ∞ ���� n ��� 1+ε
√
1 + δ > 1� �� ������ ���� ��� n �����

������ �� ����

1+ε
√
1 + δ. 1+ε

�
bn
ci,n

> 1+ε

�
bn
ci,n

+ 1.

������ �� ����� ������������ �� �������� ����

1+ε

�
bn+1

ci,n+1

> 1+ε

�
(1 + δ)

bn
ci,n

> 1+ε

�
bn
ci,n

+ 1.

���� ������ ��� ����������

������� ����� ��� ��� ����� ������� m ≥ 2� ��� δ ��� � �� �������� ���� ����

���� ���� ���� δ�
1+�

> 1
m
� ��� (ci,n)n� i = 1, 2, . . . ,m ��� (bn)n �� ��������� ��



�� ����� ���� �������

�������� �������� ���������� �������� ��� ��������� ���� �� ����� ��� �� ��� ���� �������

β1 =
∞�

n=1

c1,n
bn

, β2 =
∞�

n=1

c2,n
bn

, . . . , βm =
∞�

n=1

cm,n

bn

�� �������������� �� 1, β1, β2, . . . , βm ��� Q��������� ����������

������� ���������� ��� �� ����������� �� ������ �� ����� ��� �� ��� βi�� �� �����

���������� ����� ���� ���������� ����������� �� ��� ������ �� ��� ���������

(ci,n)n ��� (bn)n� ���� ���������� �� ���� ��� ��������� ��������

������� ����� ��� ��� ����� ������� m ≥ 2� ��� δ ��� � �� �������� ���� ����

���� ���� ���� δ�
1+�

> 1
m
� ��� (ci,n)n� i = 1, 2, . . . ,m ��� (bn)n �� ��������� ��

�������� �������� ���������� �������� ��� ��������� �������� ������� ����

1 ≤ lim inf
n→∞

b
1

(m+1)n

n < lim sup
n→∞

b
1

(m+1)n

n < ∞ ���

lim
n→∞

ci,n
cj,n

= 0, ��� ��� i, j ∈ {1, 2, . . . ,m}, i > j.

���� �� ����� ��� �� ��� ���� �������

β1 =
∞�

n=1

c1,n
bn

, β2 =
∞�

n=1

c2,n
bn

, . . . , βm =
∞�

n=1

cm,n

bn

�� ���������������

������� ����� ��� ��� ����� ������� m ≥ 2� ��� δ > 1
m
�� � ���� ������� ���

(ci,n)n� i = 1, 2, . . . ,m ��� (bn)n �� ��������� �� �������� �������� ���� �� ��

������� ����������� ���� �� ����� ��� �� ��� ���� �������

β1 =
∞�

n=1

�
1 +

c1,n
bn

�
, β2 =

∞�

n=1

�
1 +

c2,n
bn

�
, . . . , βm =

∞�

n=1

�
1 +

cm,n

bn

�

�� ���������������



����� ������������� ��

��� �������������

�� ����� ���� ��� ��������� ������ �� ����� ������ ����� ���� �� ������ ��� ���

���������

������� ����� ��� � ����� ������� m ≥ 2� ��� (bn)n �� � �������� �� ��������

�������� ���� ����

1 ≤ lim inf
n→∞

b
1

(m+1)n

n < lim sup
n→∞

b
1

(m+1)n

n < ∞ ��� bn ≥ n1+�

����� ��� ��� ����� ������ �� n ��� ��� ���� � > 0� ��� (ci,n)n� i = 1, 2, . . . ,m ��

��������� �� �������� �������� ����������

lim
n→∞

ci,n
cj,n

= 0 ��� ��� 1 ≤ i < j ≤ m; ���

ci,n < 2(log bn)
α

��� ���� ���� α > 0 ��� ��� ��� ����� ������ n.

���� ��� ���� �������

1,
∞�

n=1

c1,n
bn

, . . . ,
∞�

n=1

cm,n

bn

��� Q��������� ������������

�� ������� ������ ������� ��� ������� ������ ������ ��� ��������� ������� ��� ����

���� ���������

������� ����� ��� ��� ����� ������� m ≥ 2� ��� (ci,n)n� i = 1, 2, . . . ,m ���

(bn)n �� ��������� �� �������� �������� ����������

lim
n→∞

ci,n
cj,n

= 0, ��� ��� 1 ≤ i < j ≤ m; ���

ci,n < b
1

log1+� log bn
n , ��� ��� ����� ������ n.



�� ����� ����� �� ��������

���� ��� ���� �������

1,
∞�

n=1

�
1 +

c1,n
bn

�
, . . . ,

∞�

n=1

�
1 +

cm,n

bn

�

��� Q��������� ������������

��� ����� �� ��������

����� �� ������� ����������� �� ����� ��� ��������� (β1,N)N � (β2,N)N � ��� (β3,N)N

�� �������� ������� �� �������� ��� ���� ������� N ≥ 1 ��� ��� ��� i = 1, 2 ���

3� �� �����

βi,N =
N�

n=1

fi(n)

b1b2 · · · bn
=

pi,N
b1b2 · · · bN

,

��� ���� �������� ������� pi,N � ����� f1(n) = σ(n), f2(n) = φ(n)� ��� f3(n) = dn�

�� ��������� ��� ����� ��� ���� ���� σ(N + 1) > dN+1 ��� σ(N + 1) > φ(N + 1)�

�� ��� ����βi −
pi,N

b1b2 · · · bN

���� <
1

(b1b2 · · · bN)1+δ�

��� ��������� ���� ������ �� N ∈ T ��� ��� ���� δ� > 1
3
�

�� ������ αi = βi� piN = pi,N ��� 1 ≤ i ≤ 3 ��� qN = b1b2 · · · bN , �� ���������

���������� �� ������� �� ���� N ∈ T � ���� �� ��������� ����������� �� ��� ������ 1, β1� β2

��� β3 ��� Q��������� ��������� �� �� ����� ��� �� ���� �� ��������������� ���

�� ������� ����������� ���� ��� Q��������� ������������ ������ �� �������� ����

��� �� ���� �� ��������������� ���� ������ ��� ��������

����� �� ������� ����������� ��� ���� ������� 1 ≤ i ≤ m� �� ����� ��� ��������

(βi,N)N �� �������� ������� �� �������� ��� ���� ������� N ≥ 1� �� �����

βi,N =
N�

n=1

ci,n
bn

=
pi,N

b1b2 · · · bN



����� ����� �� �������� ��

��� ���� �������� ������� pi,N � �� ��������� ����� ������ � ���� ������ A > 1 ��� �

�������� �������� N0 ���� ���� ��� ��� �������� ������� N > N0� �� ����

1

A
.
ci,N
bN

>
ci,N+1

bN+1

.

���������� ������������ �� ��� ��� ����� N ���� N > N0

1

Ap
.
ci,N
bN

>
ci,N+p

bN+p

��� ��� ������� ������ p� ������ ��� ��� ���������� ����� �������� �������� N �

�� ����

����βi −
pi,N

b1b2 · · · bN

���� =

�����
∞�

n=1

ci,n
bn

−
N�

n=1

ci,n
bn

����� =
�����

∞�

n=N+1

ci,n
bn

�����

=

�
ci,N+1

bN+1

+
ci,N+2

bN+2

+ · · ·
�

<
ci,N+1

bN+1

�
1 +

1

A
+

1

A2
+ · · ·

�
=

ci,N+1

bN+1

A

A− 1
.

������ M > A
A−1

� ����� �� ��������� ����� ����� ��������� ���� �������� N ����

����
1

M(b1b2 · · · bN)1+δ
>

ci,N+1

bN+1

.

������ �� ���

����βi −
pi,N

b1b2 · · · bN

���� <
ci,N+1

bN+1

A

A− 1
≤ 1

(b1b2 · · · bN)1+δ

����� ��� ��������� ���� �������� �������� N �

�� ������ αi = βi ��� pin = pi,n ��� 1 ≤ i ≤ m �� ��������� ���������� �� �������

�� �� ��� ���� ������ 1, β1, β2, . . . , βm ��� Q��������� ��������� �� �� ����� ��� ��

��� βi�� �� ���������������



�� ����� ����� �� ��������

����� �� ������� ����������� �� ������� ����������� �� ��� ���� ������ 1, β1, β2, . . . , βm

��� Q��������� ��������� �� �� ����� ��� βi �� ��������������� ����� ��� ���

������� (ci,n)n ��� (bn)n ������� ��� ���������� �� ������� ����������� �� ������

���� 1, β1, β2, . . . , βm ��� Q��������� ������������ ���������� �� �������� ����

�� ����� ��� �� βi�� �� ��������������� ���� ������ ��� ��������

����� �� ������� ����������� ��� ���� ������� 1 ≤ i ≤ m� �� ����� ��� ��������

(βi,N)N �� �������� ������� �� �������� ��� ���� ������� N ≥ 1� �� �����

βi,N =
N�

n=1

ci,n
bn

=
pi,N

b1b2 . . . bN
,

��� ���� �������� ������� pi,N � �� �������� ��� �� ������������ ���������� �� ���

��� ��� ���������� ����� �������� N ��� ����� ������� r

1+�

�
bN+r

ci,N+r

≥ 1+�

�
bN
ci,N

+ r.

�����
bN+r

ci,N+r

≥
�

1+�

�
bN
ci,N

+ r

�1+�

. �����

����� ��� ��� ���� x > 1� �� ���� ����

∞�

s=0

1

(x+ s)1+�
<

� ∞

x−1

dy

y1+�
=

1

�(x− 1)�
. �����

�� �������� ��� ��������� ��� ��������� ���� N � �� ���

����βi −
pi,N

b1b2 · · · bN

���� =

�����
∞�

n=1

ci,n
bn

−
N�

n=1

ci,n
bn

����� =
�����

∞�

n=N+1

ci,n
bn

����� =
�
ci,N+1

bN+1

+
ci,N+2

bN+2

+ · · ·
�

≤
�

1+�

�
bN+1

ci,N+1

�−(1+�)

+

�
1+�

�
bN+1

ci,N+1

+ 1

�−(1+�)

+ · · ·



����� ����� �� �������� ��

<
1

�

�
1+�

�
bN+1

ci,N+1

− 1

�−�

.

������ �� ��������� �� ���� limn→∞
�

bn
ci,n

�
= ∞� ����� ������ � �������� �������� C

����� ���� ��� ������ �� N ���� ����

����βi −
pi,N

b1b2 · · · bN

���� <
1

�

�
1+�

�
bN+1

ci,N+1

− 1

�−�

<
C

�

�
1+�

�
bN+1

ci,N+1

�−�

=
C

�

�
ci,N+1

bN+1

� �
1+�

.

������ M > C
�
� ���� �� ��������� ����� ��� ��������� ���� �������� N ���� ����

1

M(b1b2 · · · bN)1+δ+ 1
�

>
ci,N+1

bN+1

.

���� ������� ����

����βi −
pi,N

b1b2 · · · bN

���� <
1

(b1b2 · · · bn)1+
δ�
1+�

����� ��� ��������� ���� �������� �������� N � ��� ���� �� ��� ����� �������

�������� �� ��� ����� �� ������� �����������

����� �� ������� ����������� ��� ���� ������� 1 ≤ i ≤ m� �� ����� ��� ��������

(βi,N)N �� �������� ������� �� �������� ��� ���� ������� N ≥ 1� �� �����

βi,N =
N�

n=1

�
1 +

ci,n
bn

�
=

pi,N
b1b2 . . . bN

��� ���� �������� ������� pi,N � ��������

����βi −
pi,N

b1b2 · · · bN

���� =
∞�

n=1

�
1 +

ci,n
bn

�
−

N�

n=1

�
1 +

ci,n
bn

�



�� ����� ����� �� ��������

=
N�

n=1

�
1 +

ci,n
bn

�� ∞�

n=N+1

�
1 +

ci,n
bn

�
− 1

�
. �����

�� ��� ����������� ��� ��� ���������� ����� ������ �� N � �� ����

∞�

n=N+1

�
1 +

ci,n
bn

�
< 1 + 2

∞�

n=N+1

ci,n
bn

.

���� ������� ����

� ∞�

n=N+1

�
1 +

ci,n
bn

�
− 1

�
< 2

∞�

n=N+1

ci,n
bn

.

����� �� �������� �� ����

����βi −
pi,N

b1b2 . . . bN

���� ≤ 2
N�

n=1

�
1 +

ci,n
bn

�� ∞�

n=N+1

ci,n
bn

�
.

�� ��� ������� �������� �� �� ��� ����� �� ������� ����������� ���� ��������� �� ��������

���� ��� ��� ���������� ����� �������� �������� N �

����βi −
pi,N

b1b2 · · · bN

���� ≤ 2
N�

n=1

�
1 +

ci,n
bn

�� ∞�

n=N+1

ci,n
bn

�
< 2

N�

n=1

�
1 +

ci,n
bn

�
ci,N+1

bN+1

A

A− 1
,

��� ���� �������� A > 1� ������ �� �������� �� ������

����βi −
pi,N

b1b2 · · · bN

���� <
N�

n=1

�
1 +

ci,n
bn

�
1

(b1b2 · · · bN)1+δ
, �����

��� ��������� ���� ������ �� N � ������ �� ��� ����������� ci,n
bn

≤ 1 ��� n ≥ 1� ��

����
N�

n=1

�
1 +

ci,n
bn

�
< 2N



����� ����� �� �������� ��

��� ��� ������� N ≥ 1� ���������� �� ��������� �� ����

����βi −
pi,N

b1b2 · · · bN

���� <
2N

(b1b2 . . . bN)1+δ
.

����� ��� �������� (bn)n ����� ���� � ������ ����������� ��������� �� ��� ���

δ� ���� 1
m

< δ� < δ ���� ����

2N

(b1b2 · · · bN)1+δ
<

1

(b1b2 · · · bN)1+δ�
.

���������� ��� ���� 1 ≤ i ≤ m� �� ����

����βi −
pi,N

b1b2 · · · bN

���� <
1

(b1b2 · · · bN)1+δ�

����� ���� ��� ��������� ���� ������ �� N � ��� ���� �� ��� ����� ������� ��������

�� ��� ����� �� ������� �����������

����� �� ��������� ����������� �� ������ c1,n = 1 ��� c2,n = d(n)� �� ��� ���� �����

��������� ������� ��� ���������� �� ������� ����������� ������ �� ������� ����������� ��

��� ���� ������ 1,α ��� α� ��� Q��������� ��������� �� �� ����� ��� �� α ��� α�

�� ��������������� �� ����� �� ����� ��� ����� �� ���� ���������� �� ����� �����

���� 1,α ��� α� ��� Q��������� ������������ ������� ���� ����� ������� ���

Q��������� ���������� ����� ����� ����� �������� z0, z1 ��� z2 ��� ��� ���� ����

����

z0 + z1

∞�

n=1

1

bn
+ z2

∞�

n=1

d(n)

bn
= 0.

���� �������� �� ��� ������� �� �������

z0 + z1

N�

n=1

1

bn
+ z2

N�

n=1

d(n)

bn
= −

�
z1

∞�

n=N+1

1

bn
+ z2

∞�

n=N+1

d(n)

bn

�
.



�� ����� ����� �� ��������

�� ����������� b1b2 . . . bN �� ���� ������ �� ���

b1b2 · · · bN
�
z0 + z1

N�

n=1

1

bn
+ z2

N�

n=1

d(n)

bn

�
= −b1 · · · bN

� ∞�

n=N+1

z1
bn

+
∞�

n=N+1

z2d(n)

bn

�
.

�� ���� ���� ��� ��������� ���� �� ��� ����� �������� �� �� �������� ���� ��

����� ��� ����������

������ ��� ��������

�����−b1b2 · · · bN
�
z1

∞�

n=N+1

1

bn
+ z2

∞�

n=N+1

d(n)

bn

������ → 0 �� N → ∞.

�� ����� �� ����� ��� ������ �� �������� ��� ����� �������� �� �������� ��������

�����−b1b2 · · · bN
�
z2

∞�

n=N+1

d(n)

bn

������ ≤ |z2b1 · · · bN |
�
d(N + 1)

bN+1

+
d(N + 2)

bN+2

+ · · ·
�
.

����� d(n) = O(n) ��� bn+1 = (b1 · · · bn + 1)2� �� ����

�����−b1b2 · · · bN
�
z2

∞�

n=N+1

d(n)

bn

������ ≤ |z2b1 · · · bN |
�
d(N + 1)

bN+1

+
d(N + 2)

bN+2

+ · · ·
�

< Cb1 · · · bN
�

N + 1

(b1 · · · bN + 1)2
+

N + 2

(b1 · · · bN+1 + 1)2
+ · · ·

�

< Cb1 · · · bN
�

N + 1

(b1 · · · bN)2
+

N + 2

(b1 · · · bN+1)2
+

N + 3

(b1 · · · bN+2)2
+ · · ·

�

< C

�
N + 1

b1 · · · bN
+

N + 2

(b1 · · · bN)4
+

N + 3

(b1 · · · bN)6
+ · · ·

�

= C

�
N + 1

b1 · · · bN

�
+

C

b1 · · · bN

�
N + 2

(b1 · · · bN)3
+

N + 3

(b1 · · · bN)5
+ · · ·+

�

< C

�
N + 1

b1 · · · bN

�
+

C

b1 · · · bN
.

����� bn+1 = (b1 · · · bn + 1)2� �� ��� ���� bn > 22
n−1

��� ��� n ≥ 2 ��� �����

�����−b1b2 · · · bN
�
z2

∞�

n=N+1

d(n)

bn

������ → 0 �� N → ∞. ������



����� ����� �� �������� ��

��������� �� ���

�����−b1b2 · · · bN
�
z1

∞�

n=N+1

1

bn

������ → 0 �� N → ∞. ������

����� �� ���������� ��� ����������� �� ��� ��� ������ ������ �� ����

z0 + z1

N�

n=1

1

bn
+ z2

N�

n=1

d(n)

bn
= 0 ������

��� ��� ���������� ����� ������ �� N � �� ����������� b1b2 . . . bN−1� �� ���

�����b1b2 · · · bN−1

�
z0 + z1

N−1�

n=1

1

bn
+ z2

N−1�

n=1

d(n)

bn

������ =
����
−b1b2 · · · bN−1(z1 + z2d(N)

bN

����

<
|z1|+ |z2|d(N)

(b1b2 · · · bN−1 + 1)
.

�������� ��� ���� ���� ���� �� �� �������� ����� (|z1|+|z2|d(N))
b1b2···bN−1+1

→ 0 �� N → ∞� ��

���

0 ≤
����
(|z1|+ |z2|d(N))

b1b2 · · · bN−1 + 1

���� < 1

��� ��� ���������� ����� ������ �� N � ����� �� ����

z0 + z1

N−1�

n=1

1

bn
+ z2

N−1�

n=1

d(n)

bn
= 0. ������

������ �� ���������� ��� ����������� �� ���

z1 + z2d(N)

bN
= 0 ⇐⇒ z1 + z2d(N) = 0

��� ��� ���������� ����� ������ �� N � ����� �� ���� ���� z1 �= 0� �� ���� ��

������ ���� z1 = 0� ����� d(n) �= 0 ��� ��� ������� n ≥ 1� �� ������ z2 = 0� ����

������� ���� z0 = z1 = z2 = 0� ����� �� � ������������� �� ��� ���������� ����



�� ����� ����� �� ��������

��� ��� z0, z1 ��� z2 ��� ����� ������ 1
dN

= −z2
z1

��� ��� ���������� ����� ������ ��

N � ���� ������� ���� ��� �������� (d(n))n �� ���������� ��������� ���� ����� �

������������� �� ��� ���� ���� �� ��� �� ����� ��� ����� �������



CHAPTER5
�� ������ ������������ �� �������

�������

�� ���� �������� �� ����� ��� ������ ������������ �� ������� ������� ����� ��

����������� ������ ������������ �� ��� ������ �� ������ �������������� �� ��������

������� ��� ������� �� ���� ������� �� �� ��� ������� ������ ��� �������

��� ������������

��� � ������� ������ τ ∈ H := {τ ∈ C : ��(τ) > 0}� ��� ������ ��������������

���� ��� �������� ������� �� ������ �� ��������

θ3(τ) = 1 + 2
∞�

n=1

qn
2

,

����� q = eiπτ �

�� 1997� �� �������� ���� ������ ���� ��� ��� ��������� ������ q ���� 0 <

��



�� ����� ������������

|q| < 1� ��� ��������� �������� ������� θ3(τ), θ�3(τ) ��� θ��3(τ) ��� �������������

����������� ���� ���� ������ ��� �������� �� ����������� �� ������� ���� ��� ��� �����

����� ������ q ���� 0 < |q| < 1� ��� ��������� �������� �������

∞�

n=1

qn
2

,
∞�

n=1

n2qn
2

���
∞�

n=1

n4qn
2

��� ������������� ����������� ���� Q� �� �� ��� τ = i log b
π

� ��� ���� ������� b ≥ 2�

���� q = 1/b ����� �� ��������� ��� 0 < |q| < 1� ���������� �� ���

∞�

n=1

1

bn2 ,
∞�

n=1

n2

bn2 ���
∞�

n=1

n4

bn2

��� ������������� ����������� Q�

�� ����� �� ������ ������ ������ ���� ��� ��� ������� b ≥ 2 ��� ��� ��� ����

������ α > 4� ��� ��������� �������� �������

1,
∞�

n=1

1

b[nα]
,

� ∞�

n=1

1

b[nα]

�2

���

� ∞�

n=1

1

b[nα]

�3

��� Q��������� ������������ ����� [nα] �� ��� �������� ���� �� nα�

�� 2014� �� ���� ��� �� ������� ������ ������ ��� ���������� �� b �� �� �������

���� |b| ≥ 2� ���� ��� ��� ������� � ≥ 1� ��� ���� �������

1,
∞�

n=1

1

bn − 1
,

∞�

n=1

1

bn2 − 1
, . . . ,

∞�

n=1

1

bn� − 1

��� Q��������� ������������

������� �� ����� ������ ������� ������ ��� ��������� ��� τ �� ��� ������� ����

��� ���� ��(τ) > 0 ���� ���� eiπτ �� ���������� ��� m,n ≥ 1 �� �������� ��������

��������� ���� ��� ������� θ3(mτ) ��� θ3(nτ) ��� ������������� �����������



����� ������������ ��

���� Q�

�� ��� ����� ����� �� ��� ���� ����� �� ������ ��� �� ������� ������

��� ��������� ������� ��� �,m ��� n �� �������� ��������� ����� ��� �������

θ3(�τ), θ3(mτ) ��� θ3(nτ) ��� ������������� ��������� ���� Q�

������ ����� ����� ������ �� ������ ��������������� ��� ������������ ������

���� ���� Q� ����� ��� �� �������� ����������� ���� Q� �� ���� ������� ��

��������� ������ ���� �������� ��� ������ ��� ��������� �������

������� ����� ��� b ≥ 2 ��� D ≥ 1 �� �������� ��� ��� 1 ≤ a1 < a2 �� ���

�������� ���� ���� a1a2 �� ��� � ������� ������� ��� k ≥ 0 �� �� ������� ���

f, g : N → N �� ��������� ���� ���� f(n) = O(nk) �������������� g(n) = O(nk)��

���� ��� ���� �������

1,
∞�

n=1

f(n)

ba1n2 ,
∞�

n=1

g(n)

ba2n2 ,

��� Q(
√
−D)��������� ������������

����� �� ��� ���� ���� �� ������ ��� ���� ������� ������� ���� ��������� ��

������ ��� ��������� ��������

������� ����� ��� k ≥ 2� b ≥ 2 ��� 1 ≤ a1 < a2 < · · · < am �� �������� ����

���� k
�
ai/aj /∈ Q ��� ��� i �= j� ���� ��� ���� �������

1,
∞�

n=1

1

ba1nk ,
∞�

n=1

1

ba2nk , . . . ,
∞�

n=1

1

bamnk

��� Q(
√
−D)��������� ������������

�� �� ��������� ����������� �� ������� k = 2� �� ���� ��� ��������� ����������



�� ����� �������������

��������� ����� ��� b ≥ 2 �� �� ������� ��� 1 ≤ a1 < a2 < · · · < am ��

�������� ���� ����
�

ai/aj /∈ Q ��� ��� i �= j� ��� τ = i log b
π
� ���� ��� ����

�������

1, θ3(a1τ), θ3(a2τ), . . . , θ3(amτ)

��� Q(
√
−D)��������� ������������

��� �������������

����������� ����� ��� a1 ��� a2 �� �������� �������� ���� a1a2 �� ��� � ����

���� ������� ����� ����� ����� ��������� ���� ����� (N0, N1) �� �������� ��������

����������

a1N
2
1 − a2N

2
0 = 2N0 �����

���

a2(N0 + 1)2 − a1N
2
1 = 2a2N0 + a2 − 2N0. �����

�� ����������� �� N0 → ∞� ��� ��� ������� k ≥ 1� �� ���

a1N
2
1 − a2N

2
0 − k logN0 → ∞ ��� a2(N0 + 1)2 − a1N

2
1 − k logN0 → ∞.

������ ��������

a1N
2
1 − a2N

2
0 = 2N0

�� ������� ���� �������� �� �������

a1N
2
1 − a2

�
N2

0 +
2N0

a2

�
= 0.



����� ������������� ��

��� �� ������ ��� ����������� 1
a22

�� ��� ������� �� ��� ���� ���� ����� �� ���

a1N
2
1 − a2

�
N0 −

1

a2

�2

+
1

a2
= 0.

�� ����������� a2 �� ���� ������ �� ������

(a2N0 − 1)2 − a1a2N
2
1 = 1.

��� X = a2N0 − 1 ��� Y = N1� ��� ���� �������� ����� ��� �� ��

X2 − a1a2Y
2 = 1.

���� ���� ����� ���������� �� ������� �� �� ��� ��������� ���� ��������� �� ����

������ �������� ����� �� (X2k, Y2k) ���� ���� X2k ≡ 1 (mod a2)� ��������� ���

����� k ≥ 1� �� ����

N0 =
X2k − 1

a2
��� N1 = Y2k

��� ����� ��� ��������� �� ��������� ���� ������ ��� ���������� �

����� ����� ��� α ��� β �� ����� ���� ������� ���� ���� 1,α ��� β ��� Q�

�������� ������������ ����� ��� ��� ������� D ≥ 1� ���� ��� Q(
√
−D)���������

������������

������ �� ���� ���� ��� Q(
√
−D)��������� ���������� ���� ����� ����� ��������

a1, b1, a2, b2, a3 ��� b3 ���� ����

a1 + b1i
√
D + (a2 + b2i

√
D)α + (a3 + b3i

√
D)β = 0.



�� ����� �������������

����� α ��� β ��� ���� �������� �� �������� ����

a1 + a2α + a3β = 0 ��� b1 + b2α + b3β = 0.

����� 1,α ��� β ��� Q��������� ������������ �� ��� a1 = a2 = a3 = 0 ���

b1 = b2 = b3 = 0� ����� ������ ��� ������ �

����������� ����� ��� a1, a2, . . . , am �� �������� �������� ���� ���� 1,
�

a1
a2

� 1
k
, . . . ,

�
a1
am

� 1
k

��� Q��������� ������������ ���� ����� ����� ��������� ���� �������� �������� N

���� ����

1
k
√
10am + 1

<

��
a1
ai

� 1
k

N

�
<

1
k
√
10am

,

������ ��� ��� i ∈ {2, 3, . . . ,m}�

������ ����� 1,
�

a1
a2

� 1
k
, . . . ,

�
a1
am

� 1
k
���Q��������� ������������ �� ��������� ����������

������� �� ���� ��� ��� ��������

��
n

�
a1
a2

� 1
k

�
, . . . ,

�
n

�
a1
am

� 1
k

��
, n = 1, 2, 3, . . .

�� ��������� ����������� ��� 1� ���� � ������

E =

�
1

k
√
�+ 1

,
1
k
√
�

�s
�� [0, 1)s.

����� ��� �������� �
1
k
√
�
− 1

k
√
�+ 1

�
> 0,

�� ��� ��������� �� � �������� ��������� ����������� ��� 1� ����� ����� ���������

���� ������� ������� N ���� ����

1
k
√
�+ 1

<

��
a1
ai

� 1
k

N

�
<

1
k
√
�
.



����� ������������� ��

�

����������� ����� ��� ��� ������� m ≥ 2� ��� 1 ≤ a1 < a2 < · · · < am ��

��������� ����

ai+1 >

�
10am + 1

10am

�
ai, ��� ��� i = 1, 2, . . . ,m− 1.

������ �� �������� ���� ai < am < 10am ��� ����� ��� ���� ���� ai < ai+1� ��

��� ����

ai +
ai

10am
< ai + 1 ≤ ai+1.

���� ������ ��� ������������ �

�� ���� ��� ��������� ������� ��� �� ����������� �����

������� ����� ��� a1, a2, . . . , am �� �������� ������� �������� ��� n1, . . . , nm ��

�������� �������� ���� ���� ni
√
ai �� ���������� ��� 1 ≤ i ≤ m� ��� α1,α2, . . . ,αm

�� ��� �������� ���� ����� �� ��� ���������

Xn1 − a1 = 0, Xn2 − a2 = 0, . . . , Xnm − am = 0

������������� ��� P (X1, . . . , Xm) �� � �������� ���������� ���� �������� �����

������ ���� ���� ������Xi
P ≤ ni − 1 ��� ��� i = 1, 2, . . . ,m� ����

P (α1,α2, . . . ,αm) �= 0.

�� ���� ���� ��� ��������� ������ ����� ��� �� ������ ������ ���� �������

�����������

����� ����� ��� a1, a2, . . . , am �� �������� ������� �������� ��� k ≥ 2 �� ��

�������� ���� ��� ��������� ����� ���������� ��� �����������



�� ����� �������������

��� k
√
a1, . . . , k

√
am ��� Q��������� ������������

��� k
�
ai/aj �� ���������� ��� ��� i �= j�

��� 1
k
√
a1
, . . . , 1

k
√
am

��� Q��������� ������������

������ (1) =⇒ (2)� ������� ��� ���� ������� k
√
a1, . . . , k

√
am ��� Q���������

������������ �� ������ ��� ��� i �= j� k
�
ai/aj �� �����������

��� 1 ≤ i, j ≤ m ���� ���� i �= j �� ����� ��������� ���� �� ������ ����

i < j� �����

k
√
a1, . . . , k

√
ai, . . . , k

√
aj, . . . , k

√
am

��� Q��������� ������������ ���� ������� ����

k

�
a1/aj, . . . ,

k

�
ai/aj, . . . , 1, . . . ,

k

�
am/aj

��� Q��������� ������������ �� ����������� k
�
ai/aj �� ���������� ��� ��� i �= j�

(2) =⇒ (1)� ����� ���� k
�
ai/aj �� ���������� ��� ��� i �= j� ���� ������� ��

���� ���� ��� �� ��� k
√
a1, . . . , k

√
am �� ��������� �� ��� ����� ������� k

√
ai ���

k
√
aj ��� �������� ��� ���� 1 ≤ i < j ≤ m� ���� k

�
ai/aj ��� ��� �� �����������

��� �� ������ �� ��� ������

���� �� ������� ��� k
√
a1, . . . , k

√
am ��� �����������

���������� ���� α = k
√
a1, . . . , k

√
am ��� ��� �������� ���� ����� ��

Xk − a1 = 0, . . . , Xk − am = 0,

������������� ��� P (x1, x2, . . . , xm) = c1x1 + · · ·+ cmxm �� �������� ������ ����

���� �������� ����������� ���� �� ������� �����������

P (α, . . . ,αm) �= 0.



����� ������������� ��

���� ������� ���� ��� ������� k
√
a1, . . . , k

√
am ��� Q��������� ������������

���� �� ������� ��� �� k
√
ai�� �� ��������� ��� ��� k

√
am �� �������� ��� k

√
ai

��� ���������� ��� ��� 1 ≤ i ≤ m− 1� ���

P (x1, x2, . . . , xm−1) = c1x1 + · · ·+ cm−1xm−1 + k
√
amcm,

����� (c1, . . . , cm) ∈ Zm\{(0, 0, . . . , 0)}� ���� �� ������� ����������� �� ��������

����

P ( k
√
a1, . . . , k

√
am−1) = c1 k

√
a1 + · · ·+ cm−1

k
√
am−1 + cm k

√
am �= 0.

���� ������� ���� ��� ������� k
√
a1, . . . , k

√
am ��� Q��������� ����������� ���

����� ��� ������

��� �� ����� (3) =⇒ (2)� ����� 1
k
√
a1
, . . . , 1

k
√
am

��� Q��������� ������������

��� ��� 1 ≤ i < j ≤ r� �� ��� ���� k
�
ai/aj �� �����������

(2) =⇒ (3)� ������� k
�
ai/aj �� ���������� ��� ��� i �= j� ���� �������

�� ���� ��� �� ��� ������� k
√
a1, . . . k

√
am �� ��������� ���� �� ���� ����� k

√
ai

�� ��� �������� ���� ���� �� Xk − ai = 0 ��� ��� i� ��� P (X1, . . . , Xm) =

c1X1 + · · ·+ cmXm �� � �������� ������ ���� ���� �������� �����������

������ P
�

1
k
√
a1
, . . . , 1

k
√
am

�
�= 0�

�� ����� �� ����� ������ ��������

P

�
1

k
√
a1

, . . . ,
1

k
√
am

�
= c1

1
k
√
a1

+ · · ·+ cm
1

k
√
am

=
c1 k
√
a2 · · · am + ·+ cm k

√
a1 · · · am−1

k
√
a1 · · · am

.

����� bi = a1a2 · · · ai−1ai+1 · · · am ��� ��� i = 1, 2, . . . ,m� ����� ����� ����������



�� ����� ������ �� ������� ���������� ��� ����������

�� ����

P

�
1

k
√
a1

, . . . ,
1

k
√
am

�
=

c1
k
√
b1 + · · ·+ cm

k
√
bm

k
√
a1 · · · am

.

������ �� ����� �� ����� ���� P
�

1
k
√
a1
, . . . , 1

k
√
am

�
�= 0� �� �� ������ �� �����

P ( k
�
b1, . . . ,

k
�
bm) �= 0.

���� ���� ��� 1 ≤ i < j ≤ m� �� ����

k

�
bi
bj

= k

�
a1 · · · ai−1ai+1 · · · am
a1 · · · aj−1aj+1 · · · am

= k

�
aj
ai

�� ����������� ���� �� ���� ��� ��������� ���������� b1, . . . , bm ��� �������� ��������

�������� ���� ���� k
�

bi/bj �� ���������� ��� ��� 1 ≤ i < j ≤ m ���� i �= j�

���������� �� ��� ����������� (2) =⇒ (1)� �� �������� ���� k
√
b1, . . . ,

k
√
bm ���

Q��������� ������������ ������

P ( k
�
b1, . . . ,

k
�

bm) �= 0 =⇒ P
�

k
�
b1, . . . ,

k
�
bm

�
�= 0.

���� ������� ���� ��� ������� 1
k
√
a1
, . . . , 1

k
√
am

��� Q��������� ������������ ���

����� ��� ������ �

��� ������ �� ������� ���������� ��� ����������

����� �� ������� ����������� ��� f, g : N → N �� ��������� ���� ���� f(n) = O(nk) =

g(n) ��� ���� ������� k ≥ 0� �� ����� ����������� �� �� ������ �� ����� ��� ������

������������ �� ��� �������

1,
∞�

n=1

f(n)

ba1n2 , ���
∞�

n=1

g(n)

ba2n2 ,



����� ������ �� ������� ���������� ��� ���������� ��

���� Q�

������� ���� ����� ������� ��� Q��������� ���������� ���� ����� �����

�������� c0, c1 ��� c2 ��� ��� ���� ���� ����

c0 + c1

∞�

n=1

f(n)

ba1n2 + c2

∞�

n=1

g(n)

ba2n2 = 0. �����

����� �� ���� ���� ���� ��� �������

∞�

n=1

f(n)

ba1n2 and
∞�

n=1

g(n)

ba2n2

��� ����������� �� ���� �� ������ ���� ��� ���� ������
�∞

n=1
f(n)

ba1n
2 = p

q
� �����

�� ����
p

q
=

N�

n=1

f(n)

ba1n2 +
∞�

n=N+1

f(n)

ba1n2 .

�� ����������� ba1N
2
�� ���� ������ �� ���

p− q

�
ba1N

2
N�

n=1

f(n)

ba1n2

�
= q

�
ba1N

2
∞�

n=N+1

f(n)

ba1n2

�
= q

� ∞�

n=N+1

f(n)

ba1n2−a1N2

�
.

���� ���� ���� ���� ���� �� �� �������� ����� f(n) > 0 ��� ��� n ��� f(n) = O(nk)�

�� ��� ����

0 < p− q

�
ba1N

2
N�

n=1

f(n)

ba1n2

�
→ 0 �� N → ∞

����� �� � �������������� ��������� ��� ������
�∞

n=1
f(n)

ba1n
2 �� ����������� �����

������ �� ��� ����� ���� ��� ������
�∞

n=1
g(n)

ba2n
2 �� ����������� ���� ���� �������

���� ���� c1 ��� c2 �� ��������� ��� ��������� ���� �� ������� �������� ��

c0 +

�
N1�

n=1

c1
f(n)

ba1n2 + c2

N0�

n=1

g(n)

ba2n2

�
=

�
−c1

∞�

N1+1

f(n)

ba1n2 − c2

∞�

n=N0+1

g(n)

ba2n2

�
�����



��� ����� ������ �� ������� ���������� ��� ����������

�� ����������� ba1N
2
1 �� ���� ����� �� ��������� �� ���

ba1N
2
1

�
c0 + c1

N1�

n=1

f(n)

ba1n2 + c2

N0�

n=1

g(n)

ba2n2

�
= ba1N

2
1

�
−c1

∞�

N1+1

f(n)

ba1n2 − c2

∞�

n=N0+1

g(n)

ba2n2

�
.

�����

�� ����������� ����������� ����� ����� ��������� ���� �������� �������� N0 ��� N1

���� ���� a1N2
1 − a2N

1
0 = 2N0 > 0� �� ��� ���� ��� ��������� ���� �� �������� �� ��

�������� ���� �� ����� ��� ����������

������ ��� ��������

ba1N
2
1

�
−c1

∞�

N1+1

f(n)

ba1n2 − c2

∞�

n=N0+1

g(n)

ba2n2

�
→ 0 �� N0 → ∞.

�� ����� �� ����� ������ �� �������� ��� ����� �������� �� �������� ��������

�����b
a1N2

1

�
c2

∞�

n=N0+1

g(n)

ba2n2

������ ≤ |c2|ba1N
2
1

� |g(N0 + 1)|
ba2(N0+1)2

+
|g(N0 + 2)|
ba1(N0+2)2

+ · · ·
�
.

����� g(n) = O(nk) ��� ��������� �� ����

�����b
a1N2

1

�
c2

∞�

n=N0+1

g(n)

ba2n2

������ ≤ C

�
(N0 + 1)k

b[a2(N0+1)2−a1N2
1 ]
+

(N0 + 2)k

b[a2(N0+2)2−a1N2
1 ]
+ · · ·

�

≤ C(N0 + 1)k

b2(a2−1)N0

�
1 +

1

b
+

1

b2
+ · · ·

�
.

������

ba1N
2
1

�
c2

∞�

n=N0+1

f(n)

ba2n2

�
→ 0 �� N0 → ∞. �����

���������� �� ���

ba1N
2
1

�
c1

∞�

n=N1+1

f(n)

ba1n2

�
→ 0 �� N0 → ∞. �����



����� ������ �� ������� ���������� ��� ���������� ���

����� �� �������� ��� ��������� �� ��� ������

������ �� ����� �� �����

c0 + c1

N1�

n=1

f(n)

ba1n2 + c2

N0�

n=1

g(n)

ba2n2 = 0. �����

����� ����������� ���� ����� �� ba2N
2
0 � �� ����

N0�

n=1

c2g(n)b
a2N2

0

ba2n2 = ba2N
2
0

�
−c0 − c1

N1�

n=1

f(n)

ba1n2

�

= ba2N
2
0

�
−c0 − c1

N1−1�

n=1

f(n)

ba1n2

�
− c1

f(N1)

ba1N
2
1−a2N2

0

. �����

�� ��� �������� a1N
2
1 − a2N

2
0 = 2N0� �� ��� ���� a1(N1 − 1)2 − a2N

2
0 ≤ 0�

��������� ���� ���� �� ����� ���� ���� �� �� �������� ����� c1 ��� c2 ��� ����
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�� ��� ������� (x−y)n = xn−nxn−1y+ · · ·+(−1)nyn� �� ��� ���� ��� ��������
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