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Opera1onal	
  significance	
  of	
  entropy	
  

Entropy	
  quan1fies	
  the	
  capacity	
  of	
  a	
  
device	
  to	
  store,	
  transmit,	
  or	
  process	
  
informa1on.	
  

Example:	
  informa1on	
  storage	
   (Defining)	
  Example:	
  Heat	
  flow	
  

X	
  

X	
  

dS =
δQ

T
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Entropy	
  quan1fies	
  thermodynamic	
  
proper1es	
  of	
  a	
  system.	
  

S(X) = rcompress(X)



The	
  second	
  law	
  of	
  thermodynamics	
  

“The	
  total	
  entropy	
  of	
  the	
  system	
  and	
  the	
  
environment	
  cannot	
  decrease.”	
  



Maxwell’s	
  demon	
  

m	
  

work	
  

Maxwell’s	
  demon	
  corresponds	
  to	
  a	
  perpetuum	
  mobile	
  of	
  
the	
  second	
  kind.	
  

heat	
  reservoir	
  at	
  temperature	
  T	
  



On	
  the	
  impact	
  of	
  “Intelligent	
  Beings”	
  

840 

Ober die Entropieverminderung in einem thermo- 
dynamischen System bei Eingriffen intelligenter VCesen. 

Von L. Szflard in Berlin. 

Mit 1 Abbildung. (Eingegangen am 18. Januar 1928.) 

Es wird untersucht, dureh welehe Umst~nde es bedingt ist, dad man seheinbar 
ein Perpetuum mobile zweiter Art konstruieren kana, wenn man ein Intellekt 
besitzendes Wesen Eingriffe an eiaem thermodynamisehen System vornehmen 
l~l]t. Indem solche Wesen ~[essungen vornehmen, erzeugen sic ein Verhalten des 
Systems, welches es deutlich yon einem sich selbst fiberlassenen meehanisehen 
System unterseheidet. Wir zeigen, dal] bereits eine Art ErianerungsvermSgen, 
welches ein System, in dem sich Messungen ereignen, auszeichnet, Anlal] zu einer 
dauernden Entropieverminderung bieten kann und so zu einem Verstol] gegen den 
zweiten Hauptsatz fiihren wfirde, wenn nieht die l~essungen selbst ihrerseits not- 
wendig unter Entropieerzeugung vor sich gehen warden. Zun~ehst wird ganz 
universell diese Entropieerzeugung aus der Forderung erreehnet, dal] sie im Sinne 
des zweiten Hauptsatzes eine volle Kompensation darstellt [Gleichung (1)]. Es 
wird dann auch an Hand einer unbelebten Vorrichtung, die aber (unter dauernder 
Entropieerzeugung) in der Lage ist, Messungen vorzunehmen, die entstehende 
Entropiemenge berechnet und gefunden, dal] sie gerade so grol] ist, wie es filr die 
volle Kompensation notwendig ist: die wirkliche Entropieerzeugung bei der ~essung 

braueht also nieht grSl]er zu sein, als es Gleichung (1) verlangt. 

Es gibt~ einen sehon historisch gewordenen Einwand gegen die al l-  
gemeine Gfi l t igkei t  des zweiten Hauptsatzes der Thermodynamik,  weleher 
in der Tat  einen recht  bedrohlichen Eindruck macht. Es ist  dies der 
Einwand des M a x w e l l s e h e n  D~mons, der in versehiedener Umkleidung 
auch heute noch immer wieder auftaucht, und vielleicht nieht ganz mit  
Unrecht insofern, als hinter  der prazls gestel l ten Frage  sieh quanti ta t ive 
Zusammenh~nge zu verbergen scheinen, die bisher nicht  aufgeklar t  worden 
sind. Den Einwand in seiner urspriinglichen Formulierung,  die mit  einem 
D~mon operiert,  weleher die rasehen Molekiile abfang~ und die langsamen 
passieren last ,  kann man al lerdings mit  der Entgegnung abtun, daJ] wir  
Menschen den W e r t  der thermiseh schwankenden Parameter  ja prinzipiel t  
nieht  jeweils erraten kSnnen; aber es l~l]t sieh nicht  leugnen, dab wir  
den W e r t  eines solchen sehwankenden Parameters  sehr woh] messen 
kiJnnten und dann sicherlich Arbe i t  "au[ Kosten der W~trme gewinnen 
kSnnten, indem wlr  unsere Eingrif~e dann je naeh dem Resul ta t  der 
Messung passend einrichten. Frei l ieh bleibt es zun~ehst dahingestellt ,  
ob wir  nieht  einen Fehler  begehen, wenn wir  den eingreifenden ]~[ensehen 
selbst  nicht  mit  zum System reehnen und seine Lebensvorg~nge nicht  mit-  
berfieks~chtigen. 



Szilárd’s	
  engine	
  
Setup	
  (following	
  Bennec’s	
  descrip1on)	
  



Szilárd’s	
  engine	
  
Step	
  1:	
  Insert	
  the	
  divider	
  



Szilárd’s	
  engine	
  
Step	
  2:	
  Posi1on	
  measurement	
  



Szilárd’s	
  engine	
  
Step	
  3:	
  Compression	
  stroke	
  



Szilárd’s	
  engine	
  
Step	
  4:	
  Remove	
  the	
  divider	
  



Szilárd’s	
  engine	
  
Step	
  5:	
  Power	
  stroke;	
  	
  converts	
  heat	
  into	
  mechanical	
  work	
  

work	
  

heat	
  reservoir	
  at	
  temperature	
  T	
  



Bennec’s	
  argument	
  

“The	
  measurement	
  process	
  
can	
  be	
  implemented	
  as	
  a	
  
reversible	
  opera1on	
  and	
  can	
  
therefore	
  be	
  carried	
  out	
  
without	
  any	
  energy	
  
expenditure.”	
  

Charles	
  H.	
  Bennec	
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Szilárd’s	
  engine	
  
Step	
  2:	
  Posi1on	
  measurement	
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Szilárd’s	
  engine	
  
Step	
  3:	
  Compression	
  stroke	
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Szilárd’s	
  engine	
  
Step	
  4:	
  Remove	
  the	
  divider	
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Szilárd’s	
  engine	
  
Step	
  5:	
  Power	
  stroke;	
  	
  converts	
  heat	
  into	
  mechanical	
  work	
  

work	
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Landauer's	
  Erasure-­‐Principle	
  

“The	
  erasure	
  of	
  a	
  bit	
  must	
  be	
  
accompanied	
  by	
  an	
  entropy	
  
increase	
  of	
  the	
  environment	
  
by	
  1	
  kB,	
  and	
  a	
  corresponding	
  
heat	
  flow	
  to	
  the	
  environment.”	
  

Rolf	
  Landauer	
  	
  
1927-­‐	
  1999	
  

kB	
  :	
  Boltzmann	
  constant	
  
kB	
  ≈	
  8.61×10-­‐5	
  	
  eV/K	
  



Informa1on	
  erasure	
  as	
  a	
  costly	
  process	
  

Step	
  6:	
  Erase	
  memory	
  content;	
  	
  requires	
  work	
  

R	
   0	
  



Maxwell’s	
  Demon	
  

Could	
  be	
  built	
  (in	
  principle),	
  but	
  would	
  accumulate	
  
data	
  that	
  needs	
  to	
  be	
  erased.	
  	
  

data	
  



Landauer's	
  Erasure-­‐Principle	
  

“The	
  erasure	
  of	
  1	
  bit	
  requires	
  
the	
  expenditure	
  of	
  

	
  	
  	
  	
  	
  kBT	
  ln2	
  	
  

work.”	
  

The	
  principle	
  is	
  a	
  necessary	
  condi(on	
  for	
  the	
  second	
  
law	
  of	
  thermodynamics	
  to	
  hold.	
  	
  



Erasure	
  of	
  1	
  uniform	
  bit	
  

E0	
  

see	
  [R.	
  Alicki,	
  M.	
  Horodecki,	
  P.	
  Horodecki,	
  R.	
  Horodecki]	
  

E	
   E	
   E	
  

kBT	
  ln2	
  	
  

heat	
  reservoir	
  at	
  temperature	
  T	
  

∼e-­‐βE0	
  

∼e-­‐βE	
  uniform	
  bit	
   erased	
  bit	
  



Landauer's	
  Erasure-­‐Principle	
  

“The	
  erasure	
  of	
  n	
  bits	
  requires	
  
the	
  expenditure	
  of	
  	
  

	
  	
  	
  	
  	
  n	
  kBT	
  ln2	
  	
  

work.”	
  

Underlying	
  assump(on:	
  The	
  values	
  of	
  the	
  bits	
  are,	
  
before	
  erasure,	
  uniformly	
  distributed	
  and	
  unknown.	
  	
  



Observer-­‐dependent	
  	
  
Landauer	
  Principle	
  

X	
   O	
  

How	
  much	
  work	
  does	
  an	
  observer	
  O	
  (who	
  may	
  have	
  
knowledge	
  about	
  X)	
  require	
  to	
  erase	
  X?	
  



X	
   O	
  

The	
  amount	
  of	
  work,	
  W(X|O),	
  required	
  by	
  an	
  observer	
  O	
  to	
  erase	
  
a	
  value	
  X,	
  is	
  given	
  by	
  

W(X|O)	
  =	
  kBT	
  ln2	
  Hmax(X|O)	
  

where	
  Hmax(X|O)	
  is	
  the	
  (smooth)	
  max-­‐entropy.	
  

[O.	
  Dahlsten,	
  R.	
  Renner,	
  E.	
  Rieper,	
  V.	
  Vedral,	
  2010]	
  

Observer-­‐dependent	
  	
  
Landauer	
  Principle	
  



X	
   O	
  
The	
  amount	
  of	
  work,	
  W(X|O),	
  required	
  by	
  an	
  observer	
  O	
  to	
  erase	
  
a	
  value	
  X,	
  is	
  given	
  by	
  

W(X|O)	
  =	
  kBT	
  ln2	
  Hmax(X|O).	
  

Remark:	
  In	
  the	
  special	
  case	
  where	
  many	
  iden1cal	
  system	
  are	
  
erased,	
  this	
  reduces	
  to	
  

W(X|O)	
  =	
  kBT	
  ln2	
  H(X|O).	
  

[J.	
  Oppenheim,	
  M.	
  Horodecki,	
  P.	
  Horodecki,	
  R.	
  Horodecki,	
  2002]	
  

Observer-­‐dependent	
  	
  
Landauer	
  Principle	
  



Smooth	
  min-­‐/max-­‐entropies	
  

H(X)	
  =	
  1	
  +	
  ½	
  log	
  n	
  

Hmax(X)	
  ≈	
  log	
  n	
  

Hmin(X)	
  =	
  1	
  



Erasure	
  of	
  several	
  bits	
  (proof	
  idea)	
  

compression	
  n	
  

Hmax	
  

n	
  -­‐	
  Hmax	
  



X	
   O	
  

The	
  amount	
  of	
  work,	
  W(X|O),	
  required	
  by	
  an	
  observer	
  O	
  to	
  erase	
  
a	
  value	
  X,	
  is	
  given	
  by	
  

W(X|O)	
  =	
  kBT	
  ln2	
  Hmax(X|O)	
  

where	
  Hmax(X|O)	
  is	
  the	
  (smooth)	
  max-­‐entropy.	
  

Observer-­‐dependent	
  	
  
Landauer	
  Principle	
  



Entropy	
  as	
  a	
  measure	
  of	
  ignorance	
  

Hmax(X|O)	
  =	
  n	
   observer	
  ignorant	
  about	
  X	
  

Hmax(X|O)	
  =	
  0	
   observer	
  knows	
  X	
  

X	
   O	
  (n	
  random	
  bits)	
  



What	
  about	
  more	
  general	
  observers?	
  

X	
   O	
  



Entropy	
  as	
  a	
  measure	
  of	
  ignorance	
  

Hmax(X|O)	
  =	
  n	
   observer	
  ignorant	
  about	
  X	
  

Hmax(X|O)	
  =	
  0	
   observer	
  knows	
  X	
  

Hmax(X|O)	
  =	
  -­‐n	
   observer	
  is	
  entangled	
  with	
  X	
  	
  	
  	
  *	
  

*	
  Nega1ve	
  entropies	
  have	
  an	
  opera1onal	
  significance	
  in	
  the	
  context	
  of	
  data	
  
compression	
  [Horodecki,	
  Oppenheim,	
  Winter,	
  Nature	
  436:673-­‐676;	
  2005].	
  

X	
   O	
  (n	
  random	
  bits)	
  



Landauer’s	
  principle	
  	
  
with	
  quantum	
  observers	
  

X	
   O	
  

The	
  amount	
  of	
  work,	
  W(X|O),	
  required	
  by	
  an	
  observer	
  O	
  to	
  erase	
  
a	
  value	
  X,	
  is	
  given	
  by	
  

W(X|O)	
  =	
  kBT	
  ln2	
  Hmax(X|O).	
  

[del	
  Rio,	
  Aberg,	
  Dahlsten,	
  RR,	
  Vedral,	
  arXiv:1009.1630;	
  2010]	
  



Proof	
  based	
  on	
  “decoupling”	
  

[M.	
  Horodecki,	
  J.	
  Oppenheim,	
  A.	
  Winter,	
  Nature	
  436:673-­‐676;	
  2005]	
  

[F.	
  Dupuis,	
  PhD	
  thesis,	
  arXiv:1004.1641]	
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What	
  does	
  this	
  tell	
  us	
  about	
  
thermodynamic	
  entropy?	
  

X	
   O	
  

Informa(on	
  theory	
  tells	
  us	
  something	
  about	
  thermodynamics:	
  

Since	
  the	
  entropy	
  Hmax(X|O)	
  may	
  be	
  nega1ve,	
  erasure	
  of	
  
informa1on	
  may	
  lead	
  to	
  a	
  gain	
  of	
  usable	
  energy.	
  

The	
  amount	
  of	
  work,	
  W(X|O),	
  required	
  by	
  an	
  observer	
  O	
  to	
  erase	
  
a	
  value	
  X,	
  is	
  given	
  by	
  

W(X|O)	
  =	
  kBT	
  ln2	
  Hmax(X|O).	
  

[del	
  Rio,	
  Aberg,	
  Dahlsten,	
  RR,	
  Vedral,	
  arXiv:1009.1630;	
  2010]	
  



Conclusions	
  

•  Rela1on	
  between	
  “energy	
  cost”	
  and	
  “uncertainty”.	
  

W(X|O)	
  =	
  kBT	
  ln2	
  Hmax(X|O)	
  

•  In	
  the	
  general	
  “single-­‐shot”	
  scenarios,	
  the	
  relevant	
  
uncertainty	
  measure	
  is	
  the	
  max-­‐entropy	
  Hmax	
  rather	
  
than	
  the	
  von	
  Neumann	
  entropy	
  H.	
  

•  The	
  energy	
  required	
  to	
  erase	
  a	
  system	
  X	
  may	
  be	
  
nega1ve,	
  if	
  the	
  condi1onal	
  entropy	
  of	
  X	
  is	
  nega1ve.	
  	
  



Thanks	
  for	
  your	
  acen1on	
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